
  

Pell方程递归解的幂型因子性质 

及其在不定方程中的应用 
 

      华南师范大学附属中学:  赵玉博   指导教师:  郝保国  



摘要 

 

本文的目标是研究 Catlan 猜想( 1m nx y− = 除 x=3,m=2,y=2,n=3 之外无正整数解)

的一个推广，即：不定方程 都可能有哪些正整数解。为解决这一问题，

深入研究了 pell 方程的解的一些数论性质，即：当最小解确定时，方程的递归解

的因子性质。并将其结论应用于对这种不定方程的讨论中，在限定 n 为偶数的情

况下取得了较为成功的结果。此外，文中还包含了关于 pell 方程解的数论性质的

结论在一些其它问题中的应用。 

2m nx y− =1
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Abstract 

 

This Paper is aimed to study a generalization of the Catlan Conjecture 

(The only nontrivial solution to 1m nx y− =  is x=3,m=2,y=2,n=3), that is, 

to determine the nontrivial solutions to 2m nx y 1− = . To solve this problem, 

I study some arithmetic properties of the solutions to Pell equation, or 

more precisely, when the minimum solution is fixed, the properties about 

factors of the recursive solutions to the equation. Furthermore, I apply 

these properties into the study of 2m nx y 1− = , and obtain some 

successful results when n is restricted to be even. What’s more, some 

applications of these arithmetic properties in other problems are 

contained in the paper as well. 
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1．准备知识. 

    首先我们列出关于 Pell 方程解的一些基本结论 

（1）  （  且不含平方因子）称为正 Pell 方程或标准 Pell 方程，

它总有一组最小正解

2 2 1x Dy− = 0D >

1 1( , )x y ，且所有解 ( , )n nx y 由 1 1( )n
n nx y D x y D+ = + 决定， 

（或
2

n n

nx λ λ+
= ，

2

n n

ny
D

λ λ−
= ，其中 1 1x y Dλ = + ， 1 1x y Dλ = − ） 

并有递推公式  1 1 1 1

1 1 1 1

( 2n n n

n n n

x x x Dy y
n

y x y y x
− −

− −

= +⎧
≥⎨ = +⎩

)

以及衍生公式 . *( , )m n m n m n

m n m n m n

x x x Dy y
m n N

y x y y x
+

+

= +⎧
∈⎨ = +⎩

若定义 ，0 1x = 0 0y = ， n nx x− = ， n ny y− = − ，则以上两个递推公式的下标范围可

推广到整个 Z . 

（2） ，称为负 Pell 方程. 它如果有解，则必有无穷多解. 设

是其最小正解，则通解 ( , 由

2 2 1x Dy− = − 1 1( , )a b

)n na b 2 1
1 1( n

n na b D a b D) −+ = + 决定，（或 

2 1 2 1

2

n n

na μ μ− −+
= ，

2 1 2 1

2

n n

nb
D

μ μ− −−
= ，其中 1 1a b Dμ = + ， 1 1a b Dμ = − ） 

    且有 2
1 1 1 1( )a b D x y D+ = +  （依记号， 1x ， 1y 为正 Pell 方程的基本解）. 

（3） 2 2x Dy K− = ， 1K > ，称为类 Pell 方程. 它如果有解，就一定有无穷多解.

特 别 当 2K = 时 ， 若 记 最 小 解 为 则 通 解 由1 1( , )u v ( , )n nu v

2 1
1 1

1

( )
2

n

n n n

u v Du v D
−

−

+
+ = 决定（或

2 1 2 1

2

n n

n nu ξ ξ− −+
= ，

2 1 2 1

2

n n

n n
v

D
ξ ξ− −−

= ，其中

1 1u v Dξ = + ， 1 1u v Dξ = − ） 

（4）无论何种 Pell 方程，递推式
* *

*
m n m n m n

m n m n m n
*

x x x Dy y
y x y y x
+

+

⎧ = +
⎨

= +⎩
总成立. 
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 其中 ( , )n nx y 与
* *( , )n nx y 分别表示 2 2x Dy K− = 和 2 2 1x Dy− = 的第 组正解. n

 

 

2. 主定理 

 

本文将得到这样的两个主要定理 

 

定理 1  (1)对标准 Pell 方程 2 2 1x Dy− = ，设 为 的大于 3 的因子 d D

且 ，则    ( ， .记号 “ ”表示 :若1( , ) 1y d = k
nd y d⇔ k n

+ /，且 a

n *N∈ k N∈

1| |a aab b a， a ab a b则称 恰整除 ，记为 ．) 

(2) 对（I）负 Pell 方程 ， 2 2 1x Dy− = −

     （II）类 Pell 方程 ， 2 2 2, 4x Dy− = ± −

     （III）类 Pell 方程 . 2 2 4x Dy− =

有类似的结论成立，即： 

（I）型方程中，若 且 =1， ，则 |d D 1( , )d y 3d > 2 1k k
nd y d n⇔ − . 

（ II ）型方程中，若 且 =1 ， ，且 是奇数，则

. 

|d D 1( , )d y 3d > d

2 1k k
nd y d n⇔ −

（ III ）型方程中，若 且 =1 ， ，且 是奇数，则

. 

|d D 1( , )d y 3d > d

k k
nd y d⇔ n

(3)特别地，对于标准 pell 方程 2 2 1x Dy− = ，进一步还有：设基本解为 1 1( , )x y ，

， . 设 ，那么如果|d D 3d > 1d yα 1( , ) 1yd
dα = ，则 k k

nd y dα + ⇔ n . 

 

注：在(2)中的（I）型方程中，2 | 且 的情况是不可能出现的，因为这将有d 0k >
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2 22 | 4 | 1(mod 4)n n ny Dy x⇒ ⇒ ≡ − ， 矛盾. 所以此时 一定是奇数. d

 

定理 2  (1) 标准 Pell 方程 2 2 1x Dy− = 的全部解记为 ( , )n nx y ，则 ，以

下(i)，(ii)情况必有其一发生；(iii)，(iv)情况也必有其一发生： 

*t N∀ ∈

   (i) . , | nn t x∀ /

   (ii)∃由 t唯一决定的 *( )f t N∈ ，使 |
( )n
nt x

f t
⇔ 为正奇数. 

   (iii) . , | nn t y∀ /

  （iv）∃由 t唯一决定的 ，使*( )g t N∈ | ( )nt y g t n|⇔ . 

 

(2) ，所有正整数解记为2 2 2x Dy− = − ( , )n nx y ，对∀奇数 ，(i) (ii)两种 t

情况必发生其一；(iii)(iv)两种情况也必发生其一. 

(i) . *, | nn N t x∀ ∈ /

      (ii)∃由 t唯一决定的 *( )f t N∈ ，使 | ( ) | 2nt x f t n 1⇔ − . 

      (iii) . *, | nn N t y∀ ∈ /

     （iv）∃由 t唯一决定的 ，使*( )g t N∈ | ( ) | 2nt y g t n 1⇔ − . 

(3)更一般地，我们可以得到： 

    对给定的 ，称结论（I）为：或者不*t N∈ ∃ nx 使 ，或者| nt x *( )f t N∃ ∈ 使  

， ； 或 者 不

| nt x

(2 1) ( )n k f⇔ = − t *k N∈ ny∃ 使 ， 或 者 使

， k . 

| nt y *( )g t N∃ ∈

| ( )nt y n kg t⇔ = *N∈

     称结论（II）为：或者不∃ nx 使 ，或者| nt x *( )f t N∃ ∈ 使 | nt x 2 1 (n kf )t⇔ − = ，

；或者不*k N∈ ny∃ 使 ，或者 使| nt y *( )g t N∃ ∈ | nt y ⇔ 2 1 (n kg )t− = ， . *k N∈

则有结论： 

（i）对 ，满足结论（I）. 2 2 1x Dy− =
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（ii）对 ，满足结论（II）. 2 2 1x Dy− = −

（iii）对 ，满足限定 为奇数的结论（II）. 2 2 2x Dy− = ± t

    （iv）对 ，满足限定 t为奇数的结论（I） 2 2 4x Dy− = ±

 

 

本文将按以下方式编排：第 3 节将证明定理 1，第 4 节则将给出定理 1 的几

个应用；第 5 节将证明定理 2，第 6 节则将给出定理 2 的应用。在第 4、6 节的

应用中，将得出推广了的 Catlan 猜想的部分情形的讨论结果。 

 

 

3. 定理 1的证明 

 

定理 1.(1)显然是 1.(3)的推论，所以先来证明 1.(3) 

定理 1.(3)的证明分为三个部分  

标准 Pell 方程 ，设 为 的大于 3 的因子且 ，2 2 1x Dy− = d D 1d yα

1( , ) 1yd
dα = (α N∈ ).  

（i）  1 | |nd y dα + ⇔ n

因为    1

1 1 3 3 31 1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

( ) ( ) ...
2

(mod )

n n
n n

n n

n

x D y x D yy C x y C
D

nx y dα

− −

− +

+ − −
= = ⋅ + ⋅

≡

n x y D⋅ +
 

而由原方程知 ，再由1( , ) 1x d = 1( , )d y dα= 即得此结论. 

    （ii）  1
dd yα +

若不然，设   
1

2 1 3 3 3
1 1 1| ...d d

d dd y dx y C x y Dα+ − −= + +

则          
1

2 1 3 3
1 1 1

( 1)( 2)| ...
6

d dd d dd dx y x y Dα+ − −− −
+ +  

            
1

1 1 3 3
1 1 1

( 1)( 2)| ...
6

d dD d dd x y x yα+ − −− −
+ +  
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若3 | ，则  ，d/ 3 | ( 1)( 2)d d− − 2 | ( 1)( 2)d d− −    

所以   6 |  ( 1)( 2)d d− −

所以   
1

1 3 3
1 1

( 1)( 2)| |
6

d dd dd D x y d xα α+ −− −
⋅ ⇒ 1 1

1y+ − ，矛盾. 

若3 | ，则设 ，所以    d 13d d= 1 1d >

所以     
1

1 1 3 3 1 1
1 1 1 1 1 1

( 1)( 2)| ... |
3 2

d d
1

D d dd x y x y d x yα α+ − − + −− −
+ + ⇒ 1 1( , )d 但 x y d dα α=

)

3

y

  

且 ，矛盾.   于是（ii）成立. 1 1d >

    （iii）下面直接证明定理 

由 基 本 结 论 （ 4 ），   一 般 地 ， 设 已 证

 则有

2 3
2

2 2 2 2 3
2

2 2 (mod
(mod )

d d d d d

d d d d

y x y x y d
x x Dy x d

α

α

+

+

⎧ = ≡
⎨

= + ≡⎩

1 2

2 3

(mod )
(mod )

k
kd d d

k
kd d

y kx y d
x x d

α

α

− +

+

⎧ ≡
⎨

≡⎩
( 1)k d kd d kd dy y x x+ = +  

                           ≡ ⋅  1 ( 1)k k k
dd d d d d dkx y x x y k x y− + ≡ + 2 3(mod )d α+

( 1)k d kd d kd dx x x Dy y+ = + 1 1k k k
d d d d d dx x D kx y y x− +≡ ⋅ + ⋅ ⋅ ≡

3

1.

2 3(mod )d α+  

所以有          
2 3

1 2

(mod )
(mod )

n
nd d

n
nd d d

x x d
y nx y d

α

α

+

− +

⎧ ≡
⎨

≡⎩

所以         时自然有 ，否则|d n/ 2 | ndd yα + / 2 1| |n n
d d dd nx y d nxα + − −⇒  

由 ( , ，矛盾.    这也顺便证明了 时 . ) 1 |nd x d n= ⇒ |d n 2 | .ndd yα +
2

2
d

d yα+

所以         ，2 2| |nd y dα + ⇔ n 2
2

d
d yα+ . 

一般地，设已证明 ，且| |s s
nd y dα + ⇔ n s

s
d

d yα+
，s N ∗∈ . 

则         . 

2 2 2 2 2 1
2

2 2 1
2

(mod )
2 2 (mod

s s s s

s s s s s

s
d d d d

s
d d d d d

x x Dy x d
y x y x y d

α

α

+ +

+ +

⎧ = + ≡⎪
⎨ = ≡⎪⎩ )

2 1+且若已证    . 

2 2 1

1 2

(mod )
(mod )

s s

s s s

k s
k d d

k s
k d d d

x x d
y kx y d

α

α

+ +
⋅

− +
⋅

⎧ ≡⎪
⎨ ≡⎪⎩

 9



则  
2

( 1) s s s s s s s
k s k

dk d kd d kd d d d d
x x x D sy y x x Dx y

+
= ⋅ + ⋅ ⋅ ≡ ⋅ +  

1 2 2(mod )s
k s
d

x d α 1+ + +≡ . 

( 1) s s s s sk d kd d kd d
y x y y x

+
= + 1

s s s
k k
d d d d sx y kx x−≡ +  

2 2 2( 1) (mods s
k s
d d

k x y d α+ +≡ + )

2 2+

n

 

所以        . 

2 2 2

1 2

(mod )
,

(mod )
s s

s s s

n s
nd d

n s
nd d d

x x d
n

y nx y d

α

α

+ +

− +

⎧ ≡⎪∀ ⎨ ≡⎪⎩

所以自然也有   ， 1 1| |s s
nd y sα+ + +⇔ 1

1
s

s
d

d yα
+

+ + . 

从而由归纳原理知     ， *k N∀ ∈ .k k
nd y dα + ⇔ n     

     

定理 1．(2)的证明： 

首先， 2 2x Dy h− = 的基本解为 1 1( , )x y ，则通解 ( , )n nx y 由 

1 1( na

n n
n

x y Dx y D
b

+
+ =

)

1

给出.    

其中当 时， ，1h = − 2na n= − 1nb = ； 

当  时，4h = na n= ， ； 12n
nb −=

当 时，4h = − 2na n 1= − ， 2 22 n
nb −= ； 

当 时，2h = ± 2na n 1= − ， 12n
nb −= . 

证明仍分为三个部分： 

   （i）  | |n nd y d a⇔

因为  
1

1 31 3 3
1 1 11 1 1 1

1
1 1

...( ) ( )
2

(mod )

n nn n
n n

n

a aa a
a a

n
nn

a
n

C x y C x y Dx D y x D yy
bb D

a x y d

− −

−

⋅ + ⋅ ⋅ ++ − −
= =

≡

 

而由原方程知 ，再由1( , ) 1x d = 1( , ) 1d y = 即得此结论. 

    （ii）  
dcd y
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其中当 时，1, 4, 2h = − − ±
1

2d
dc +

= ，当 4h = 时， dc d= .则有 . 
dca d=

若不然，设  1

1 33 3
1 1 12

...
|

c cd d

d cd

d

d

a a
c a

c
c

a x y C x y D
d y

b

− −+ +
=  

则         
1

2 1 3 3
1 1 1

( 1)( 2)| ...
6

d dd d dd dx y x y D− −− −
+ ⋅ +  

            
1

1 3
1 1 1

( 1)( 2)| ...
6

d dD d dd x y x y− −− −
+ ⋅ 3 +  

若3 | ，则  ，d/ 3 | ( 1)( 2)d d− − 2 | ( 1)( 2)d d− −   所以6 | ( 1)( 2)d d− −  

所以          1
1

( 1)( 2)| |
6

dd dd D d x y−− −
⋅ ⇒ 1

| .n
d d du v d nu− −⇒ 3 | d

，矛盾. 

若 d n ，则设2 1 1| n
13d d= ，所以   1 1d >

所以      
1

1 3 3
1 1 1 1 1 1 1

( 1)( 2)| ... |
3 2

d dD d dd x y x y d x y− −− −
+ ⋅ + ⇒ 1d−

1

 

但          且 ，矛盾.    于是（ii）成立. 1 1( , )x y d = 1 1d >

    （iii）下面直接证明定理 

记 1( n
n nu Dv x D y+ = + 1) ，则实际上有

na
n

n

u
x

b
= ，

na
n

n

v
y

b
=  ， 满足

      这样，我们由一、二步所得即

nu nv

m n m n m n

m n m n n m

u u u Dv
v u v u v
+

+

= +⎧
⎨ = +⎩

v
| |nd v d n⇔ ， . dd v

则              
3

2
2 2 2

2

2 2 (mod
(mod )

d d d d d

d d d d

v u v u v d
u u Dv u d
⎧ = ≡
⎨

= + ≡⎩
3

)

+ = + d d d d d dku v u u v k u v−≡ ⋅ + ≡ +

+ = + d d d d d du u D ku v v u

    一般地，设已证  
1 3

3

(mod )
(mod )

k
kd d d

k
kd d

v ku v d
u u d

−⎧ ≡
⎨

≡⎩

则有     ( 1)k d kd d kd dv v u u v 1 ( 1)k k k
d

3(mod )d

        ( 1)k d kd d kd du u u Dv v 1 1k k k− +≡ ⋅ + ⋅ ⋅ ≡

1.

3(mod )d  

所以有         
3

1 3

(mod )
(mod )

n
nd d

n
nd d d

u u d
v nu v d−

⎧ ≡
⎨

≡⎩

所以   时自然有 ，否则|d n/ 2 | ndd v/ 2 1| |n n
d d dd nu v d nu− −⇒  

由 ( , ，矛盾.  这也顺便证明了 时) 1 |nd u d n= ⇒ |d n 2 | .ndd v 2
2

d
d v  
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所以           ，  2 2| |nd v d n⇔ 2
2 .

d
d v

     一般地，设已证明 ，且| |s s
nd v d n⇔ s

s
d

d v ， 

则          
2 2 2 2

2
2

2

(mod )
2 2 (mod ).

s s s s

s s s s s

s
d d d d

s
d d d d d

u u Dv u d
v u v u v d

+

+

⎧ = + ≡⎪
⎨ = ≡⎪⎩

 

且若已证    

2

1 2

(mod )
(mod ).

s s

s s s

k s
k d d

k s
k d d d

u u d
v ku v d

+
⋅

− +
⋅

⎧ ≡⎪
⎨ ≡⎪⎩

            

则
2

( 1) s s s s s s s
k s k

dk d kd d kd d d d d
u u u D v v u u Du

+
= ⋅ + ⋅ ⋅ ≡ ⋅ + sv  

1 2(mod ).s
k s
d

u d+ +≡  

( 1) s s s s sk d kd d kd d
v u v v u 1

+
= + s s s

k k
d d d d

u v ku u−≡ + s

)

n

  

2( 1) (mods s
k s
d d

k u v d +≡ +  

所以            

2

1 2

(mod )
,

(mod ).
s s

s s s

n s
nd d

n s
nd d d

u u d
n

v nu v d

+

− +

⎧ ≡⎪∀ ⎨ ≡⎪⎩

所以自然也有     ， 1 1| |s s
nd v d+ +⇔ 1

1
s

s
d

d v +
+  

从而由归纳原理知  ， *k N∀ ∈ .k k
nd v d n⇔    

即      k k
nd y d a⇔ n  
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4. 定理 1 的应用 

 

例 1   2 2 124 1nx +− = x， 为变量n .N∈  

    这个方程有一组显然的解 5x = ， 0n = .假设 ( , )x n 是一组使 的适合

的非负整数解，则在 Pell 方程

0n >

2 2 124 1nx +− = 2 224 1x y− = 中，设 ，

则 24 . 所以 . 

24 , 0n
my n= >

24n
my m⇔ n

1

24nmy y≥

    注意  1 3 3
24 24 24

5 5 24 ...n n ny C C= ⋅ + ⋅ ⋅ +

              5 24 24n n
my≥ ⋅ > =

这是一个矛盾. 

    故此方程除 ( , 外无其它非负整数解. ) (5,0)x n =

    这个例子可以直接推广到下面的结果： 

2 2 2 1( 1) nx a −− − =   （ 给定， ， 为变量）无非负整数解. 2a > x n

    更一般的想法是  有无使2 2 1 1nx y +− = 0n = 以外的非负整数解，这里只能得

到一个不完整的结果. 

 

例 2 在 为素数的情况下，必有 ， . 2 2 1 1nx y +− = ( 0n > ) p2 1n + = 2 | y |p x

证明：先证 2 | .否则 ，则有y 2 | y/ 2 | x . 所以 1x + ， 1x − 均为奇数. 

      移项有 2 1( 1)( 1) nx x y ++ − = ，且 2 1( 1)( 1) nx x y ++ − =  

所以 .  所以
2 1

2 1 2 1
2 1

1
2

1

n
n n

n

x u
u v

x v

+
+ +

+

+ =
⇒ − =

− =
|u v− 2 1 2 1n nu v+ +− 2= . 

又u， 同奇偶 所以 . 所以v 2u v= + 2 1 2 1 2 1( 2) 2n n nv v+ + + 2+ − ≥ > . 矛盾.  

所以     2 | . y

由原方程移项 有 .  2 1 2( 1)( ... 1)p px y y y− −= + − + +

1 2 ... 1 1 ( 1) ... 1 (mod 1)p py y p y− −− + + ≡ − − + + = + . 
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若  则 |p y +1 |2|p x p⇒ x

1

 结论成立. 

下设 |p y +/    所以 1 2( 1, ... 1) 1p py y y− −+ − + + = . 

所以
2

1 2

1
... 1p p

y a
y y b− −

⎧ + =
⎨ 2− + + =⎩

  因为  且   所以 ， . 2y ≥ 2 | y 8y ≥ 2a >

原方程化为    2 2 2 1( 1) nx a +− − =1 )( 2a >

由例 1 的推广知其无 的非负整数解. 矛盾.  0n >  

 

 

 

事实上 这个方程是 Catalan 猜想的特例：不定方程 对

于大于 1 的正整数

2 2 1 1nx y +− = 1a bx y− =

x， y ， ，b 只有唯一解a 3x = ， 2y = ， 2a = ， . 这已

在 2002 年被 Preda Mihăilescu 证明.  

3b =

 

下面进一步用定理1处理Catlan猜想的推广：不定方程 2m nx y 1− = .当m=n=2

时就是标准 pell 方程 ，已经知道有无穷多解，最小解为(3,2)，通解可

以由

2 22x y− =1

2 (3 2 2 n
n nx y+ = + )

)

给出。 

当 m=p 或 2p，p 为奇素数的时候，下面的几个例子给出了这个方程的解的

一些必要条件。 

 

例 3  ( p 为奇素数)的任何一组正整数解必满足 . 22 1px y− = ( 3x > |p y

证明： 1 2( 1)( ... 1) 2p px x y−− + + =  

       1 ... 1 (mod( 1))px p x− + + ≡ −

      若 ，则显然 . |p x −1

1 =

|p y

      若 ，则 . |p x −/ 1( 1, ... 1) 1px x −− + +

   又 x为奇数，故 也为奇数， 1 ... 1px − + +
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   所以 1 2... 1px a− + + = ， 21 2x b− = . 

   方程化为 ，即2 2(2 1) 2 1pb y+ − =
1

22(2 , (2 1) )
p

y b
−

+ 是类 Pell 方程 

2 2 22(2 1) 2X b Y− + = −

)

的解. 

此方程的最小解为 1 1( , ) (2 ,1X Y b= ，设
1

22(2 , (2 1) ) ( , )
p

n ny b X Y
−

+ = ， 

则由定理 1.(2) 知
1

22(2 1)
p

b n
−

+ ，于是
1

22(2 1)
p

n b
−

≥ +  

而
( )2 1

2

2
1

2 2(2 1)
2(2 1)

2

n

n n n

b b
X b Y

−

−

+ +
+ + = ， 

从而
1

2

2 2
2

1

(2 1)(2 ) 2 1 (2 1)
2

pn

n nn

n bY n n b
−

−

−

−
≥ > − ≥ ≥ + Y=

1

，矛盾.   

所以 |p x − ，所以 .        |p y  

 

完全类似地可以证明，不定方程  ( p 为奇素数)的任何一组正

整数解也必满足 .  

22 1px y− =－ ( 3x > )

( 1)px y y+ = +

|p y

 

例 4  ( ) ( 为奇素数)的任何一组正整数解必满足 . 2 22 1px y− = 3x > p |p y

证明： ，且42 2 2 x奇 ，所以 为偶数. 2 1(mod8)px ≡⇒ y

由勾股方程的结果， 一奇数一偶数， a ，满足,a b∃ b> 2 2px a b= − ， 2 2y ab= ，

. 22 21 ay b= ++

所以      所以2 2 21ba b+ = + a 1a b− = . 

所以   ， . 2px b= +1 2 2 ( 1)y b b= +

当b 为奇数时， ，所以 (2( 1) 1, )b b+ = 22( 1)b u+ = ， 2b v= ， y uv= ， 

22px v− =1，由例 3，     所以 . |p v |p y

当b 为偶数时， ，所以 (2 , ( ) 11)b b + = 22b u= ， 2( 1)b v+ = ， y uv= ， 

        ，由例 3 后的注，     所以 .    22px v− = −1 |p v |p y  
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例 5 不定方程 在2 1 23 2 1n y+ − = 2 1n+ 为合数时无正整数解. 

引理：a， ， ，则m n *N∈ ( , )( 1, 1)m n m na a a 1− − = − . 

引理的证明：对m 作辗转相除法，n> 1 1m q n r= +   

                                  2 1 2n q r r= +  

                                     … 

                                  2 1 2k k k kr q r r+ + += +  

                                      … 

                                 2 1s s sr q r+ +=  

则            . 1 ( , )sr m+ = n

有            (  1, 1)m na a− −

              (( 1) ( 1), 1)m n na a a= − − − −  

              ( , 1)m n na a a= − −  

              ( ( 1), 1)n m n na a a−= − −  

              = ( 1,m n na a− − −1)  

              =…= 1 1( 1, 1) ( 1,m q n rn na a a a− 1)− − = − −  

              

…= = 1 2( 1, 1)r ra a− − =…= 1( 1, 1)s sr ra a + − = 1 1sra + − = ( , ) 1m na − . −

         引理证毕. 

    回到例 5. 记2 的素因子为1n+ 1p ， 2p ，…， kp .因为2n 1+ 为合数， 

所以 ， 1 i k∀ ≤ ≤

2i 1p n< + . 而
2 1

23 2
i

i

pn
p y
+⎛ ⎞

− =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

1. 由于

2 1

3 i

n
p
+

> 3，及例 3 结论知 ，1 i k∀ ≤ ≤

|ip y . 
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所以        ，2 13 1(modn
ip+ ≡ ) 1 i k∀ ≤ ≤ . 

不妨设 1p 为 的最小素因子，则2n+1 1p 为大于 1  的奇数，且有 

2 1
1 | 3 1np + −  ，  1 1

1 | 3 1pp − −  

由引理， . 1(2 1, 1)
1 | 3 1n pp + − −

注意到 的每个素因子都小于1 1p − 1p ，不能整除2n 1+ ，所以 1 1p − 与 互素. 2n+1

所以     ，   1(2 1, 1) 1n p+ − = 1 | 3 1 2p − = ， 矛盾. 

    这就证明了2 为合数时1 1n+ 2 1 23 2n y+ − = 无正整数解.   
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5. 定理 2的证明 

     

定理 2.(1)标准 Pell 方程 的全部解记为2 2 1x Dy− = ( , )n nx y ，则 ， *t N∀ ∈

以下(i)，(ii)情况必有其一发生；(iii)，(iv)情况也必有其一发生： 

    (i) . , | nn t x∀ /

    (ii)∃由 t唯一决定的 *( )f t N∈ ，使 |
( )n
nt x

f t
⇔ 为正奇数. 

    (iii) . , | nn t y∀ /

   （iv）∃由 t唯一决定的 ，使*( )g t N∈ | ( )nt y g t n|⇔ . 

证明：首先，将 ( , )n nx y 补全，把下标由 扩充到 .定义 *N Z

   1 1 1( ) ( 1

2

n n

n
) 1 1 1 1( ) (

2

n n

n
x )D y x D yy

D
+ − −

= Zn

)

，∀ ∈ . 
x D y x D yx + + −

= ，

直接由定义验证知 . ( ,m n m n m n

m n m n m n

x x x Dy y
m n Z

y x y y x
+

+

= +⎧
∀ ∈⎨ = +⎩

而且若记 1 1x Dyλ = + ， 1 1x D yλ = − ，则 

2 2( ) 2

n n n n n n

n nnx xλ λ λ λ λ λ
λ λ

− −

−

+ + +
= = = =

⋅
 

2 2( ) 2

n n n n n n

n nn
y y

D D D
λ λ λ λ λ λ

λ λ

− −

−

− − −
= = = = −

⋅
. 

即  ( , ) ( ,n n n n )x y x y− − = −   .  Zn∀ ∈

有了这些准备后进入定理的证明. 

对 ，*r N∀ ∈
(mod )

(mod )
n r n r r n n r r

n r n r n r n r r

y x y x y x y x
x x x Dy y Dy y x

+

+

= + ≡⎧
⎨ = + ≡⎩

.  

所以     2( ) (modn r n r n r r r r n r r )x Dy y D x y y Dy x x+ − −≡ ≡ ⋅ =  

对取定的 ，设 ，*r N∈ 02n kr r= + 0r r r− < ≤ . 
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则有 ( )
0

2 (mod )
k

n r r rDy x x≡ ( )
0

2
| | (mod )

k

r r rDy x x≡ .      00 | |r r≤ ≤ . x

（因为
0 0 | |r r 0r

x x x−= = ） 

这样，对 使*t N∀ ∈ ∃ { }nx 中某项能被 整除，记其中下标为正整数的被 t整

除的最小项为

t

( )f tx ，则
2

( )( , ) 1f tt Dy = . 在刚才的同余式中令 ，则有

.   而 ，

( )r f t=

0| || |nt x t x⇔ r 00 | | ( )r f t≤ ≤ 0 1x = 必不被 p 整除，由 ( )f t 的选取必有

，即0| | ( )r f t= (2 1) ( )n k f t= ± . 即
( )
n

f t
为正奇数. 

充要性的另一面也容易同样给出证明. 

对 ny 时的结论：或 ， ；或 ，使 . *n N∀ ∈ | nt y/ *( )g t N∃ ∈ | (nt y g t n⇔ ) |

由    (mod )n r n r n r r n ry y x x y x y y+ = + ≡ 可立得若 0n kr r= + ， 00 r r≤ < ， 

则 . 这样仍取( )
0
(mod )k

n r r ry x y y≡ ( )g ty 为被 整除的项中具有最小正整数下标

者，上式中令 得 ，由 的选取，必有

t

( )r g t=
0

| |n rt y t y⇔ ( )g t 0 0r = ，即 . ( ) |g t n

充要性的另一面同样容易证明.         

 

    定理 2.(1)实际上说明了这样的事实： 2 2 1x Dy− = 的解 ( , )n nx y ，{ }nx ，{ }ny 中

被任何一个给定的正整数 整除的项的下标，都是一个由 t决定的整数t ( )f t “生

成的”.. 

 

定理 2.(2) ，所有正整数解记为2 2 2x Dy− = − ( , )n nx y ，对∀奇数 ，(i) (ii)两

种情况必发生其一；(iii)(iv)两种情况也必发生其一. 

t

(i) . *, | nn N t x∀ ∈ /

      (ii)∃由 t唯一决定的 *( )f t N∈ ，使 | ( ) | 2nt x f t n 1⇔ − . 

      (iii) . *, | nn N t y∀ ∈ /

     （iv）∃由 t唯一决定的 ，使*( )g t N∈ | ( ) | 2nt y g t n 1⇔ − . 
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证明：记基本解为 1 1( , )x y ， 1 1x D yμ = + ， 

2 1 2 1

2

n n

n nx μ μ− −+
= ，

2 1 2 1

2

n n

n n
y

D
μ μ− −−

= ，n Z∈ . 

则       

2 1 2 1 2 1 2 1

1 22 2 (

n n n n

n n nx μ μ μ μ
μμ

− − − − − − − −

− − +

+ +
= = − 1) n− −  

             
2 1 2 1

112

n n

nn xμ μ+ +

++

+
= − = − ， 

         
2 1 2 1 2 1 2 1

1 2 12 2 ( )

n n n n

n n n n
y

D D
μ μ μ μ

μμ

− − − − − − − −

− − + −

− −
= = −

−  

             

2 1 2 1

112

n n

nn
y

D
μ μ+ +

++

−
= = . 

而由关于 Pell 方程的基本结论（3），这样定义的 ( , )n nx y 在 时均为正整数, 0n >

所以这样定义的 ( , )n nx y 在 时就均为整数了.重新另定义 n Z∈

2

n n

na μ μ+
= ，

2

n n

nb
D

μ μ−
= ， n Z∀ ∈ .容易验证这个定义满足递推式  

，
m n m n m n

m n m n n m

a a a Db
b a b a b
+

+

= +⎧
⎨ = +⎩

b
,m n Z∀ ∈ .   这里的 ， 未必是整数.  na nb

但是 ， 一定是 的整数幂乘上一个整数，这是由于：显然， 时 ，na nb 2 0n ≥ na nb Z∈ ， 

而       1 2 (-1)
2 2(-2) ( ) (-1) 2

n n n n n n
n n

n nn n n na aμ μ μ μ μ μ
μμ

− − − −
−

− − +

+ + + ⎡ ⎤= = = = ⎣ ⎦， 

         1
1

2 (-1)
2 2(-2) ( ) (-2)

n n n n n n
n n

n nn n n
b b

D D D
μ μ μ μ μ μ

μμ

− − − −
− +

− − +

− − − ⎡ ⎤= = = = ⎣ ⎦， 

所以 ， ， 都可表为 2 的整数幂乘上一个整数的形式.  n Z∀ ∈ na nb

不妨设 ， ， c ，2 nk
n na c= ⋅ 2 nl

n nb d= ⋅ n nd Z∈ 且均为奇数， ，nk nl Z∈ .我 

们对一个奇数 t，称 ，| |n nt a t c⇔ | |n nt b t d⇔ . 由 n r n r r nb a b a+ b= + ， 一个足 ∃

够大的 使N 2N
n rb +⋅ ， 2 ， 均为整数. N

n ra b⋅ 2N
r na b⋅

所以  当 时，由  | rt a 2 2 2N N N
n r n r r nb a b a+⋅ = + b
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因为        而2 2 ，  | rt c rkN
nb Z⋅ ⋅ ∈ 2 (2 2 rkN N

r n n ra b b c= ⋅ ⋅ )

d )t

b

|

所以           2 2 (moN N
n r n rb a b+ ≡

所以          . | |n r n rt b t a b+ ⇔

同样地，由 出发也可得 n r n r n ra a a Db+ = +

当 时， . | rt a | |n r n rt a t Db b+ ⇔

这样， 时| rt a | |n r n rt a t Db b+ ⇔ 2| r n r n rt Db a t a− −⇔ ⇔ . （最后一步是由于

，故 ， ( ,2 2 ( 2)r
r ra Db− = − | rt a ( 2) ) 1rt − = 2( , ) 1rt Db⇒ = .） 

设被 t整除的具有最小正整数下标的项为 ( )f ta ，对 n∀ 使 ，记 ，| nt a 02 ( )n kf t r= +

0( ) ( )f t r f t− < ≤ . 由刚才的讨论知
0

| |n rt a t a⇔ . 

          时由0 0r > ( )f t 的选取知必有 0 ( )r f t= . 

          时 ，这不可能. 0 0r =
0 0 1ra a= =

          时,0 0r < 0 0

0 0
2 ( 1)r r

r ra a−= −   所以
0 0

| |r rt a t a−⇔ . 且 ，与00 (r f t< − < )

( )f t 的选取矛盾. 

所以    0| ( )
( )n
nt a r f t k

f t
⇔ = ⇔ = +2 1为正奇数. 这就证明了，或者奇数 t不 

整除 中任何一项 . 或者na ∃  *( )f t N∈ 使 |
( )n
nt a

f t
⇔ 为正奇数 . 而注意

( 1)
2 12 n

n nx a− −
−=    所以  2 1| |n nt x t a −⇔ . 

这就证明了，或者奇数 t不整除 nx 中任何一项. 或者∃ *( )f t N∈ 使 

| ( ) | 2nt x f t n⇔ −1.对于 ny 那一方面结论的证明基本同理.    

 

把定理 2.(1)和定理 2.(2)的证明略作改动就可以得到定理 2.(3). 
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6. 定理 2的应用 

 

回忆在第 4 节的例 5 中我们证明了 2 1 23 2n y+ 1= + 当 2n+1 为合数时无解，还余下

2n+1 为素数的情况没有解决。现在利用定理 2，我们来给出一个不用讨论 2n+1

是合数还是素数的统一证明。 

例 6 不定方程 .除 n=2，y=11 外无正整数解。 2 1 23 2n y+ = +1

证明：化为类 Pell 方程： 2 2(2 ) 6 (3 ) 2ny − ⋅ = − .即化为： 2 26 2X Y− = − 的解 ( , )n nx y

中有多少项 ny 为 3 的幂.先写前几项， 1 1y = ， 2 9y = ， 1 110n n ny y y+ −= − . 

这样已得到 ， 均有解，现在关心的是03ny = 23 3ny α= ， 3α ≥ 有无解. 若有解，

这个 ny 必为 27 的倍数，利用定理 8， 使*(27)g N∃ ∈ 27 | (27) | 2 1ny g n⇔ − . 

我们先找 ，也就是要找{(27)g }ny 中第一个被 27 整除的项的下标. 计算 

3 89y = ， ，4 881y = 5 8721 27 17 19y = = × × ，所以 . (27) 5g =

但注意，对 17，也 使17*(17)g N∃ ∈ | (17) | 2 1ny g n⇔ − . 所以 . 517 | (17) | 5y g⇒

所以对 3ny α∀ = ， 3α ≥ ，由 27 | ny 得 (27) 5 | 2 1g n= − ，而 ，所以(17) | 5g

(17) | 2 1g n − 17 | ny⇒ ，与 3ny α= 矛盾. 

所以      3ny α= ， 3α ≥ 均无解. 

从而 的解2 26 2X Y− = − ( , )n nx y 中只有 03ny = ， 有解. 即23 2 1 23 2n y+ 1= + 的 

全部非负整数解为 ( , ， .        ) (0,1)n y = (2,11)  

 

例 7 当 时，不定方程2 , 2 5n nα α≠ ≠ ⋅ 12 23 2n y= + 无正整数解. 

证明： ， 由勾股方程的结果，2 4 23 (n y y+ = + 21) ,a b∃ 一奇数一偶数，a ，满

足 ，

b>

2 23n a b= − 2 2y ab= ， 2 21 2y a b+ = + . 

所以            所以2 2 1 2a b ab+ = + 1a b− =  
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所以     3 2 ， . 1n b= + 2 2 ( 1)y b b= +

当b 为偶数时， ，所以 (2 , 1) 1b b + = 2 22 , 1b u b v= + = ， y uv= ， .   23 1n u− =

所以  u为偶数，模 4 得 为偶数，n
2

223
n

u
⎛ ⎞

1− =⎜ ⎟
⎝ ⎠

，无正整数解. 

当b 为奇数时， ，所以(2( 1), ) 1b b+ = 22( 1)b u+ = ， 2b v= ， y uv= ， 

23 2n v= +1 1 1.  这样我们从 得出了2 23 2n y= + 23 2n v= + ，重复有限步后，得到 

2
223 1

n

wα = + ，使
2
2

n
α 为奇. 由假设， 不是 2 的方幂，也不是 2 的方幂乘以 5， n

2
2

n
α 是不等于 5 的奇数，由例 7，无正整数解. 

 

最后，将关于不定方程 我们所得到的结果罗列如下： 2m nx y− =1

1. 当 m=n=2 时有无穷多解，最小解为(3,2)，通解可以由 2 (3 2 2 n
n nx y+ = + ) 给

出。 

2. 当 m=p 或 2p，n 为偶数时，方程的正整数解 ( , )x y  ( )必满足 . 3x > |p y

3. 当 m 为奇数或 m 为偶且 2m α≠ , 2 5m α≠ ⋅ ，n 为偶数时，方程没有整数解使

. 3x =

 23
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