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完全对称不等式的取等判定 

摘要:本文探讨了一类完全对称不等式的取等判定及其证明. 通过控制两个初等对称多项

式，利用函数的单调性及 Jensen 不等式，说明了一类三元完全对称不等式取等的充要条件，

继而推广得到关于一类 n 元完全对称不等式取等的充要条件的若干定理，并举例说明此方法

在证明完全对称不等式中的应用. 由此推出有关完全对称不等式与轮换对称不等式的判定定

理. 

关键词：不等式；完全对称；轮换对称；三元； n 元；取等判定 

Equivalency condition of symmetric inequalities 

Abstract: This paper researches on the judgement theorem and proof of the equivalency 

condition of a class of symmetric inequalities. By controlling two elementary symmetric 

polynomials and using the monotonicity of functions and Jensen inequality, it finds the necessary 

and sufficient condition of the equivalency a class of three-variables and n-variables symmetric 

inequalities. And we illustrate the application of this method in proof of these inequalities. Then we 

obtain several judgement theorems on symmetric and cyclic inequalities. 

Key words: inequality；symmetric；cyclic；three-variables；n-variables；judgement theorem 

of the equivalency condition 

1. 引言  

不等式在数学及其它学科中有着广泛的应用，但迄今证明不等式尚无通法和固定的陈法，

尤其在处理一些难度大的不等式时，对其进行直接放缩很可能难以起效. 完全对称不等式因

为其特有的性质，成为这一领域的研究热点. 有学者采用导数法、增量法、控制变量法或作

一些局部调整的方法，来处理此类不等式[1-3]. 但这些方法有时运算量颇大，常常难以成功. 杨

路院士、陈胜利老师、姚勇先生、刘保乾先生等学者在这方面做了大量工作，将计算机作为

证明工具. 1985 年吴文俊院士在上海召开的一次学术会议上曾指出：不等式的机器证明是“一

大难题” [4]，1987 年 Choi 等人得到了关于 n 个变元的 3 次对称形式正半定的充要条件[5]. 1999

年 William Harris 在其著作中提出了 3 元 4 次及 5 次对称形式正半定的充要条件[6]. 纵观这些

结论都是次数不超过 5 次的. 2001 年 Vlad Timofte 讨论了 n 元 d 次对称形式在 nR +
上正半定的

充要条件. 并作为特例给出了 4 次和 5 次对称形式正半定的充要条件，但是他的结论在 d>5

的时候也是不好判定的[7]. 1993 年以来，陈胜利对相当广泛的一类三元对称形式的正半定问题

作了深入的探讨[8]. 时至今日对于 6 次（或更高次）的 n 个变元的对称型，其正半定性是否可
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以判定等系列问题仍未解决[9] . 探究完全对称不等式的取等充要条件，用取等条件来证明不

等式，迄今为止在国内尚未见相关文献报道. 本研究旨在探索完全对称不等式的取等条件，

给出三元及 n 元的取等判定定理，由此得到三元 6 次齐次完全对称不等式以及三元 4 次齐次

轮换对称不等式的判定定理, 并尝试在更高次不等式判定方面拓展, 为人工证明不等式深入

研究开拓新的思路，为计算机证明不等式进一步提供新的依据. 

2. 一类三元完全对称不等式的取等判定定理 

2.1 取等判定定理及证明 

先介绍三元完全对称不等式的性质. 

引理1 三元多项式 ( , , )f x y z 为完全对称的充要条件是它是否能唯一地表示为关于初等多

项式 1 x x y zσ = = + +∑ ， 2 xy xy yz zxσ = = + +∑ ， 3 x xyzσ = =∏ （ ,∑ ∏ 分别表示关于

, ,x y z轮换求和与求积，下同）的多项式（由线性代数中的对称多项式基本定理可知），记为

( , , )f x y z = ( , , )g x xy xyz∑ ∑ . 

引理 2 三元完全对称多项式 ( , , )f x y z 可以唯一地表示为诸如关于 1 xσ =∑ ， 2
2 xσ =∑ ，

3
3 xσ =∑ 的多项式. 

引 理 3  四 元 完 全 对 称 n 次 齐 次 多 项 式 ( , , , )f x y z t 都 可 以 唯 一 地 表 示 为

2 3( , , )n x xy xyzt g
t t t∑ ∑ 的形式. 

  下面给出三元完全对称不等式的取等判定定理及证明. 

定理 1  对任意实数 , ,a b c有： 

2 2
1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )

9 9
ab a ab a x ab a ab a x

abc
+ − + −

≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
， 

其中

2 2

1 2

( ) 3 ( ) 3
,

3 3
a a ab a a ab

x x
+ − − −

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
， 

不等式的等号成立当且仅当 ( )( )( ) 0a b b c c a− − − =  

证明：设实数 , ,a b c满足 c b a≥ ≥ , 

考察函数 3 2( ) ( )( )( )f x x a x b x c x ax abx abc= − − − = − + −∑ ∑ , 

则 2'( ) 3 2f x x ax ab= − +∑ ∑ . 
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设 '( ) 0f x = 的两根为 1 2,x x 且 1 2x x≥ ， 

则易求得：

2 2

1 2

( ) 3 ( ) 3
,

3 3
a a ab a a ab

x x
+ − − −

= =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑             (1) 

若 1 2x x> ，此时 ( )f x 在 ( ]2, x−∞ 上单调递增；在 ( ]2 1,x x 上单调递减，在 ( )1,x +∞ 上单调递

增. 

又函数 ( )f x 有三个零点，即 ( ) 0f a = ， ( ) 0f b = ， ( ) 0f c = . 

故必有 2 1a x b x c≤ ≤ ≤ ≤ ，所以 2 1( ) 0, ( ) 0f x f x≥ ≤ . 

即 3 2
2 2 2 0x ax abx abc− + − ≥∑ ∑ ， 3 2

1 1 1 0x ax abx abc− + − ≤∑ ∑ . 

将 (1) 带入得： 

2 2
1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )

9 9
ab a ab a x ab a ab a x

abc
+ − + −

≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

此时不等式的任何一边等号成立当且仅当 ( )( )( ) 0a b b c c a− − − = .  

定理 1 得证！ 

推论 1 对任意非负实数 , ,a b c有: 

2 2
1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )

max 0
9 9

ab a ab a x ab a ab a x
abc

+ − + −
≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

（ ，） . 

证明:  若 2 2a ab≤∑ ∑ ，则有: 

2 2
1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )

9 9
ab a ab a x ab a ab a x

abc
+ − + −

≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑
， 

若
2 2a ab≥∑ ∑ ，则有:

2
2(6 2( ) )

0
9

ab a ab a x
abc

+ −
≤ ≤ ∑ ∑ ∑ ∑

， 

结合以上两种情况，故我们有: 

2 2
1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )

max 0
9 9

ab a ab a x ab a ab a x
abc

+ − + −
≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

（ ，） . 

所以推论 1 得证！ 

    定理 1与推论 1是很强的不等式，在证明不等式中有广泛的应用. 

定理 2 一个关于实数 , ,a b c的完全对称不等式 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ ，(由引理 1 知必然可
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写成这种形式，下同). 我们控制 a∑ ， ab∑ 不变，将 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 看作是 abc的函数.

（下同） 

 (ⅰ) 若 ' ( ) 0f abc ≥ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等时取到，且这两数不

大于第三数，函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等时取到，且这两数不小于第三数. 

  (ⅱ) 若 ' ( ) 0f abc = ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 在两数相等时可取到最值. 

 （iii） 若 ' ( ) 0f abc ≤ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等时取到，且这两数

不小于第三数，函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等时取到，且这两数不大于第三数. 

  证明：我们先证明定理 2(ⅰ)考察三元组 1 1 1( , , )x x y , 2 2 2( , , )x x y  

其中:
2

1

( ) 3
3

a a ab
x

+ −
= ∑ ∑ ∑   ，

2

1

2 ( ) 3
3

a a ab
y

− −
= ∑ ∑ ∑  

     
2

2

( ) 3
3

a a ab
x

− −
= ∑ ∑ ∑  ，

2

2

2 ( ) 3
3

a a ab
y

+ −
= ∑ ∑ ∑  

    (下面的 1x , 1y , 2x , 2y 均是这样) 

此时: 1 1 1 2 2 2x x y x x y a b c+ + = + + = + +  

2 2
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2x x y x y x x y x y ab bc ca+ + = + + = + +  

而由定理 2 知:
2 2

1 2(6 2( ) ) (6 2( ) )
9 9

ab a ab a x ab a ab a x
abc

+ − + −
≤ ≤∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ , 

事实上:
2

1 2
1 1

(6 2( ) )
9

ab a ab a x
x y

+ −
=∑ ∑ ∑ ∑ ,

2
2 2

2 2

(6 2( ) )
9

ab a ab a x
x y

+ −
=∑ ∑ ∑ ∑  

所以有: 2 2
1 1 2 2x y abc x y≤ ≤  

又 ' ( ) 0f abc ≥ ，即函数 ( )f abc 关于abc单调递增.，而此时 a∑ , ab∑ 不变. 

我们用 1 1 1( , , )x x y , 2 2 2( , , )x x y 分别代替 ( , , )a b c ， 

故有: 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , )f x x y x x y x y x y f a ab x y f a ab abc+ + + + = ≤∑ ∑ ∑ ∑ ， 

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( , , ) ( , , ) ( , , )f a ab abc f x x y x x y x y abc f x x y x x y x y x y= + + + + ≤ + + + +∑ ∑

又显然有 1 1x y≥ , 2 2x y≤ ， 
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所以函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等时取到,且这两数不大于第三数， 

函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等时取到，且这两数不小于第三数. 

定理 2(ⅰ)得证! 

同理我们可证明定理 2(iii). 

而若 ' ( ) 0f abc = ，此时abc在函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 中次数为零， 

故我们可用 1 1 1( , , )x x y , 2 2 2( , , )x x y 中任何一组代替 ( , , )a b c ，此时函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 值不变，

所以每一个函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的值必对应一组 1 1 1( , , )x x y 和 2 2 2( , , )x x y ， 

于是当 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 取到最值时也必对应着一组 1 1 1( , , )x x y 和 2 2 2( , , )x x y ， 

即函数在两数相等时可取到最值. 

定理 2(ii)得证! 

所以定理 2获证! 

推论 2 一个关于非负实数 , ,a b c的完全对称不等式 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ ， 

(ⅰ) 若 ' ( ) 0f abc ≥ 则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等时取到，且这两数不大

于第三数； 

函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等(且这两数不小于第三数) 时或在至少有一数

等于 0 时取到. 

 (ⅱ) 若 ' ( ) 0f abc = 则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 在两数相等时可取到最值. 

  （iii） 若 ' ( ) 0f abc ≤ 则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等，且这两数不大于第三

数时取到； 

函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等(且这两数不小于第三数) 时，或在至少有一

数等于 0 时取到. 

证明: 先证明推论 2(ⅰ) 

当 1x , 1y , 2x , 2y 非负时，可完全仿照定理 2 的证明， 

而

2

1

( ) 3
0

3
a a ab

x
+ −

= ≥∑ ∑ ∑
，

2

2

( ) 3
0

3
a a ab

x
− −

= ≥∑ ∑ ∑  
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2

2

2 ( ) 3
0

3
a a ab

y
+ −

= ≥∑ ∑ ∑
， 

故只需考虑

2

1

2 ( ) 3
0

3
a a ab

y
− −

= ≤∑ ∑ ∑
的情形， 

此时有: 2 2a ab≥∑ ∑  

我们考察三元组 3 3( , ,0)x y ，其中: 

2

3

( ) 4
2

a a ab
x

+ −
= ∑ ∑ ∑

，

2

3

( ) 4
2

a a ab
y

− −
= ∑ ∑ ∑  

由
2 2a ab≥∑ ∑ 可知 3x , 3y 为实数， 

而显然 3 0x ≥ , 3 0y ≥ 故 3x , 3y 为非负实数， 

此时 3 3 0x y a+ + =∑ ， 

3 3 3 30 0x y x y ab+ ⋅ + ⋅ = ∑ ， 

由于 ' ( ) 0f abc ≥ ，我们用 3 3( , ,0)x y 代替 ( , , )a b c 则: 

3 3 3 3 3 3 3 3( 0, 0 0 ,0 ) ( , ,0) ( , , )f x y x y x y x y f a ab f a ab abc+ + + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ = ≤∑ ∑ ∑ ∑  

故函数的最大值在两数相等时取到，且这两数不大于第三数. 

函数的最小值在两数相等(且这两数不小于第三数)或一数等于 0 时取到. 

推论 2(ⅰ)得证!   

同理可证明推论 2(iii). 

 当 ' ( ) 0f abc = 时, 用 2 2 2( , , )x x y 代替 ( , , )a b c 可同定理 2(ii)的方法证明，故推论 2获证! 

定理 3 一个关于实数 , ,a b c的完全对称不等式 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ ， 

  (ⅰ) 若 '' ( ) 0f abc ≥ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等时取到. 

  (ⅱ) 若 '' ( ) 0f abc = ，则可归结为定理 2的一种情形. 

  (iii)若 '' ( ) 0f abc ≤ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等时取到. 

   证明: 先证明定理 3(i) 

   由于 '' ( ) 0f abc ≥ ，此时 ( )f abc 为下凸函数,故函数 ( )f abc 的最大值必在端点处取到. 

故必有： 



 7

{ }
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

( , , ) ( , , ) ( , , )

max ( , , ), ( , , )

f a ab abc f x x y x x y x y abc f x x y x x y x y abc

f x x y x x y x y x y f x x y x x y x y x y

= + + + + = + + + +

≤ + + + + + + + +

∑ ∑
    

即函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值必在两数相等时取到. 

    定理 3(i)得证!  

同理可证明定理 3(iii). 

由于 '' ( ) 0f abc = ，即函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 中 abc的次数小于 2，此时 ' ( )f abc 的符号必

恒定，故必可归结为定理 2 的一种情形. 

定理 3(ii)得证! 

所以定理 3获证! 

推论 3 一个关于非负实数 , ,a b c的完全对称不等式 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ . 

  (i)若 '' ( ) 0f abc ≥ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最大值在两数相等或一数等于 0 时取到. 

   (ii)若 '' ( ) 0f abc = ，则可归结为推论 2 的一种情形，此时函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最值

在两数相等或一数等于 0 时取到. 

   (iii)若 '' ( ) 0f abc ≤ ，则函数 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等或一数等于 0 时取

到.  

推论 3可仿照定理 3及推论 2证明，从略. 

以上定理与推论证明的主要思想是将关于非负实数 , ,a b c 完全对称的多项式，写成

( , , )f a ab abc∑ ∑ 的形式，控制其中两个量 a∑ , ab∑ 不变，而对abc进行调整. 

推论 4 三元非负n次（不一定齐次）完全对称不等式 ( , , ) 0f a b c ≥ ,成立的充分必要条件为：

( ,1,0) 0f x ≥ 及 ( ,1,1) 0f x ≥ （ 5n ≤ ）. 

证明：欲证不等式可写为 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ ，由于不等式的次数小于等于 5，故abc的

次数小于等于 1，此时 '' ( ) 0f abc = ，故由推论 3 知，函数的最值必在两数相等或有数为 0 时

取到. 故若 ( ,1,0) 0f x ≥ 及 ( ,1,1) 0f x ≥ ，则不等式必成立，显然它也为不等式成立的必要条件，

故推论 4得证！ 

注：推论 4强于陈胜利老师得到的三元非负齐四次完全对称不等式的结论[10]
. 

对于以上定理和推论，我们可以进一步拓展： 
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拓展 1：关于三元完全对称不等式，可将 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 写成诸如 2 3( , , )g a a a∑ ∑ ∑ 的

形式，控制 a∑ , 2a∑ 不变，而调整 3a∑ ，此时有类似结论. 这是因为这样的多项式，诸如

a∑ , 2a∑ 的量能唯一确定 ,a ab∑ ∑ ，而由于 3 3( ) 3 3a a abc a ab= + −∑ ∑ ∑ ∑ ，故此时诸

如 3a∑ 的变量即为abc为变量，因此能得到类似的结论. 

当原来的函数不在以上定理及推论的所适用的范围内时，我们可对 , ,a b c作代换，使得定

理及推论对新的函数起效. (可见例 2) 

拓展 2：对于定义在实数或非负实数域上的四元完全对称 n 次齐次不等式的拓展： 

对于定义在实数或非负实数域上的四元完全对称 n 次齐次不等式除去有数为 0 外，都可

等价于三元完全对称不等式. 

证明: 对于在四元完全对称 n 次齐次不等式 ( , , , ) 0f x y z t ≥ ，由引理 3 知四元对称 n 次齐

次多项式 ( , , , )f x y z t ，都可以唯一地表示为 2 3( , , )n x xy xyzt g
t t t∑ ∑ 的形式. 

故 ( , , , ) 0f x y z t ≥ 2 3( , , ) 0n x xy xyzt g
t t t

⇔ ≥∑ ∑ ，即 2 3( , , ) 0x xy xyzg
t t t

≥∑ ∑ ， 

即等价于关于 , ,x y z
t t t

的三元完全对称不等式. 

进而可以对定义在实数或非负实数域上的四元完全对称 n 次齐次不等式，使用上述定理

和推论. 

对这类定理或推论适用的四元完全对称 n 次齐次不等式，我们可将其中两元调整至相等，

并由齐次可令这两元为 1，从而将其降为两元完全对称不等式. 

2.2  应用 

通过以下例题，说明上述取等判定定理在证明不等式中的应用. 

例 1. 求证: , ,a b c为非负实数时有: 

3 3 3 2 2 2 2 2 23 0a b c abc a b ab a c ac b c bc+ + + − − − − − − ≥  

证法 1: 由推论 1可知: 

2
1(6 2( ) )

max 0
9

ab a ab a x
abc

+ −
≤∑ ∑ ∑ ∑

（ ，） ，(其中

2

1

( ) 3
3

a a ab
x

+ −
= ∑ ∑ ∑ ), 

作代换 a p=∑ ， 2 23a ab t− =∑ ∑（ ） ，abc r= ，则显然有 p t≥ ， 

故我们得到
2

max 0
27

p t p t r≤
（ +）（ -2）

（ ，）  ，                                 ⑵ 
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而原题等价于: 2 327 4 0r pt p+ − ≥ . 

若
2
pt ≥ ，则原不等式显然成立. 

若
2
pt ≤ ，利用⑵，有 2 3 2 3 3 227 3 2 4r p t p t p t p t p pt≥ = − − ≥ −（ +）（ -2） ， 

故命题得证! 

 证法 2: 记不等式左边为 ( , , )f a ab abc∑ ∑ ，由于函数最高项次数小于等于 3，故abc的

次数小于等于 1，故 '' ( ) 0f abc = . 利用推论 3 可知 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等时取

到，不妨设 a c= ，故我们只需证明: 

3 3 3 2 2 2 3 3 2 23 0a b a a b a b ab a a b a a b+ + + − − − − − − ≥  

2 0b a b⇔ − ≥（ ）   

故原不等式得证! 

注: 本题为完整的著名的 Schur 不等式的一部分，完整的 Schur 不等式可参见文献[11]. 

例 2. , ,x y z是三个非负实数,满足 2 2 2 1x y z+ + = ， 

求证: 3 3x
x yz

≥
+∑ ， 

证明: 我们作代换 , ,yz xz xya b c
x y z

= = = ， 

则等价于: , ,a b c为非负实数满足 1ab =∑ ， 

    求证: 1 3
ab c

≥
+∑ ， 

( )( ) 3( )( )( ) 0ab c ac b ab c ac b bc a⇔ + + − + + + ≥∑ ， 

设 ( , , )f a ab abc∑ ∑ = ( )( ) 3( )( )( )ab c ac b ab c ac b bc a+ + − + + +∑ ， 

则 '' ( ) 0f abc ≥ ，故由定理③(1)知 ( , , )f a ab abc∑ ∑ 的最小值在两数相等，或一数为 0

时取到. 

若有一数为 0 时，不妨设 0c = ，则我们只需证明在 1ab = 条件下 

证明: 1 1 1 3
ab a b

+ + ≥ ， 

而
1 1 1 2 1 3
a b ab abab
+ + ≥ + = ，情形有一数为 0 时得证! 
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若有两数相等时，不妨设 a c= ，则我们只需证明在 ,a b为非负实数，且: 22 1ab a+ =  的

条件下有: 2

2 1 3
ab a a b

+ ≥
+ +

， 

 将
21

2
ab
a

−
= 代入， 2 2

2

2 1 3,
1 1

2 2
a aa a

a

⇔ + ≥
− −

+ +
，当 [ ]0,1a∈ 时， 

 

2 2
2

2 2
2

1 11 ( ) 1
2 22

1 1
2 2

a aa a
a

a aa a
a

− −− + + −
⇔ ≥

− −
+ +

， 

 
2

2

2 2
2

1(1 )(1 ) (1 )2 0
1 1

2 2

a aa
a aa a
a

− + −
⇔ + ≥

− −
+ +

. 

 [ ]0,1a∈Q ，故上式成立， 即当有两数相等时原不等式成立. 

 故不等式获证! 

 注：作代换巧妙地将原来的 9 次，降为 6 次，为使用定理创造了可能. 而作代换其实就

是将函数看成 2( , , )yzf y xyz
x∑ ∑ 的形式，也就是我们说的对三元对称不等式的拓展. 

  例 3. , ,a b c为非负实数，满足 1a b c+ + = . 

  求证: 
1

2 23 1( )
2 2

a abc+ ≥∑ . 

 证明: 齐次化不等式并移项, 原不等式等价于：
1

2 223 1( ) ( )
2 2

abc a a a≥ −∑ ∑ ∑   

1
223( ) 2abc a ab a⇔ ≥ −∑ ∑ ∑ ， 

当 2 2a ab≥∑ ∑ 时, 不等式显然成立， 

当 2 2a ab≤∑ ∑ 时，我们设
1

22( , , ) 3( ) 2f a ab abc abc a ab a= − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ， 

则
1

' 21( ) ( ) 0
2

f abc abc
−

= ≥ ，故由定理 2(i)知函数的最小值必在两数相等，且这两数大于另一

数时取到. 

不妨设 a c= ，则 2 2 2 23 2 2( 2 ) 2a b a b a ab a b⇔ + ≥ + − − ,且a b≥ ， 

2 23 (2 ) (4 )a a b b a b⇔ + ≥ − ， 
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3 2 2 3 26 3 16 8a a b a b b ab⇔ + ≥ + − ， 

2 26 ( ) 7 ( ) ( ) 0a a b ab b a b a b⇔ − + − + − ≥ ， 

2 2( )(6 7 ) 0a b a ab b⇔ − − + ≥ ， 

2( ) (6 ) 0a b a b⇔ − − ≥ ， 

注意到 a b≥ ，故上式显然结合两种情况知， 

原不等式成立! 

推论 2(i)中有一个容易被忽略的细节: 若 2 2a ab≤∑ ∑ ，则最小值在两数相等(且这两数

不小于第三数) 时取到，但在处理本题时却起到了关键的作用. 

    在这一节我们选取了应用取等判定定理证明不等式 3 道典型的例题. 实际上取等判定定

理在证明三元完全对称不等式中有广泛应用，限于篇幅这里不作一一列举. 

3．一类 n 元完全对称不等式的取等判定 

     3.1 一类 n 元完全对称不等式的取等判定定理 

 定理 4(i) 给定不全相等的非负实数 a b c≥ ≥ ， 0m ≤ 的实数m ，对与变量 x y z≤ ≤ ，且

满足： x y z+ + = a b c+ + ， m m mx y z+ + = m m ma b c+ + . 

（特别地当 0m = 时为 xyz abc= ,下同） 

必存在非负实数 1x , 2x ，当 1x x= 时有 1x x y z= ≤ = ， 

当 2x x= 时，有 2x x y z= = ≤ ， 

当 ( )1 2,x x x∈ 时，有 x y z< < . 

 (ii)给定不全相等且至多只有一个为 0 的非负实数a b c≥ ≥ ， 0m > 且 1m ≠ 的实数m ，

对与变量 x y z≤ ≤ ，且满足： x y z+ + = a b c+ + ， m m mx y z+ + = m m ma b c+ + ， 

必存在非负实数 1x ， 2x ，当 2x x= 时，有 2x x y z= = ≤ . 

当 ( )1 2,x x x∈ 时，有： x y z< < 。 

当 1x x= 时，有： 10 x x y z= = < ≤ 或 1x x y z= ≤ =  

证明：先做一些准备工作，将 ,y z 看成 x 的函数，则由条件 x y z+ + = a b c+ + ，

m m mx y z+ + = m m ma b c+ + 知： 
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' '1 0y z+ + = ，
1 ' 1 ' 1 0m m mmx my y mz z− − −+ + =  

解得：
1 1

'
1 1

m m

m m

x zy
z y

− −

− −

−
=

−
，

1 1
'

1 1

m m

m m

y xz
z y

− −

− −

−
=

−
（易验证当 0m = 时也成立） 

而由 ,x z z y< > 得 ' 0y < ， ' 0z > ，故 y 随着 x 的增加而单调递减， z 随着 x 的增加而单调递

增. 

    先证明定理 4 (i) 当 0m = ，考察函数： 

3 2 2( ) 2 ( ) 4f x x ax a x abc= − + −∑ ∑  

(0) 4 0f abc= − ≤ ， 3 2 2( ) ( ) 2 ( ) ( ) 4 0
3 3 3 3

a a a a
f a a abc= − + − >∑ ∑ ∑ ∑∑ ∑  

故存在非负实数 1x ，使得 1( ) 0f x = ，且 1 0,
3

a
x

⎡ ⎞
∈ ⎟⎢ ⎟
⎣ ⎠

∑
，令 1x x=  

此时 2
1 1( )a b c x x+ + − = 4abc ，即 2( ) 4y z yz+ = ，故只能为 y z= ，所以此时 1x x y z= < =  

又 y 单调递减，当 1x x= 时 x y< ，故存在一个 2x ，当 2x x= 时 2x x y z= = ≤  

由 z 严格单调递增知在 ( )1 2,x x x∈ 时， x y z< <  

故当 0m = 时定理得证！ 

当 0m < 时，考察函数： 

( ) 2( ) ( (( ) ( ) ( ) ) ( ) )( )
2

m m m m m m ma b c xf x abcx x ab ac bc abc− − − − − − −+ + −
= − + + −

 
   当 0x = 时， (0) ( ) ( ) 0

2
m ma b cf abc − −+ +

= ≥ . 

   当 x c= 时， 2 2( ) 2( ) ( )( ) 0
2

m m m m ma bf c abc c a b− − − − −+
= − + ≤  

   而
3

a b cc + +
< ，故存在 1x ，使 1 30 a b cx + +≤ < ， 1( ) 0f x = ，此时仿 0m = 的情形可得当 1x x=

时 y z= ，故 1x x y z= < = ，又 y 单调递减，z 严格单调递增，故存在一个 2x ，使得当 2x x= 时

2x x y z= = ≤ ， ( )1 2,x x x∈ 时， x y z< < . 

当 0m < 时得证！ 

再证明定理 4(ii)，当 1m > 时，考察函数： ( ) 2
2

m
m m m m a b c xf x a b c x + + −⎛ ⎞= + + − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

显然
1

' 1( ) 0
2

m
m a b c xf x mx m

−
− + + −⎛ ⎞= − + >⎜ ⎟

⎝ ⎠
，当 0,

3
a

x
⎛ ⎞

∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
时 
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若 (0) 0f ≥ ，则由 (0) 0f ≥ 知存在 ,y z，满足：
m m m m ma b c y z+ + = + 且 y z a b c+ = + + 且 0y > .

我们取 1 0x = ，故此时 x y z< ≤  

若 (0) 0f < ，又 ( ) 3 0
3 3

m
ma b c a b cf a+ + + +⎛ ⎞= − >⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，所以必存在 1x ，使得 1 30 a b cx + +< < ，

使得 1( ) 0f x = ，此时仿 0m = 的情形可得 y z= ，此时有 1x x y z= < = . 

   又 y 单调递减， z 严格单调递增，不论是以上两种情况的任意一种都必然存在一个 2x ，

使得当 2x x= 时 2x x y z= = ≤ ， ( )1 2,x x x∈ 时， x y z< < . 

当 1m > 时得证！ 

当0< 1m < 时，考察函数： ( ) 2
2

m
m m m m a b c xf x a b c x + + −⎛ ⎞= + + − − ⎜ ⎟

⎝ ⎠
， 

显然
1

' 1( ) 0
2

m
m a b c xf x mx m

−
− + + −⎛ ⎞= − + <⎜ ⎟

⎝ ⎠
，当 0,

3
a

x
⎛ ⎞

∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑
时 

若 (0) 0f ≤ ，由此知存在 ,y z ，满足：
m m m m ma b c y z+ + = + 且 y z a b c+ = + + 且 0y > . 我们取

1 0x = ，故此时 x y z< ≤  

若 (0) 0f > ，又 ( ) 3 0
3 3

m
ma b c a b cf a+ + + +⎛ ⎞= − <⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ，所以必存在 1x ，使得 1 30 a b cx + +< < ，

使得 1( ) 0f x = ，此时仿 0m = 的情形可得 y z= ，此时有 1x x y z= < = . 

又 y 单调递减， z 严格单调递增，不论是以上两种情况的任意一种都必然存在一个 2x ，使得

当 2x x= 时 2x x y z= = ≤ ， ( )1 2,x x x∈ 时， x y z< < . 

当 1m < 时得证！ 

所以定理得证！ 

注: 当 0m > 时，若 , ,a b c中有两数为 0，则只可能是 x y z= < . 

定 理 5 对 于 非 负 实 数 ( , , )x y z 及 形 如 ( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z f x f y f z= + + 的 函 数 ， 记

1 '( ) ( )mg x f x− =  

(i) 若 ( )g x 在[ )0,+∞ 上为下凸函数. 

当 0m > 时， ( , , )F x y z 的最小值在 x y z≤ = 或0 x y z= < ≤ 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时
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取到. 

当 0m ≤ 时， ( , , )F x y z 的最小值在 x y z≤ = 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时取到. 

    (ii) 若 ( )g x 在[ )0,+∞ 上为上凸函数. 

0m > 时， ( , , )F x y z 的最大值在 x y z≤ = 或0 x y z= < ≤ 时取到，最小值在 x y z= ≤ 时取到. 

0m ≤ 时， ( , , )F x y z 的最大值在 x y z≤ = 时取到，最小值在 x y z= ≤ 时取到. 

若 ( )f x ， ( )g x 是连续函数，则 ( , , )F x y z 在最小值与最大值之间是连续的，即之间的每个值都

能取到. 

证明：先讨论 ( )g x 为下凸函数的情形. 

我们控制 x y z+ + ， m m mx y z+ + 不变（m 为不为 1 的实数），此时存在不全相等的非负实

数 a b c≥ ≥ （ 0m > 时，这样的 , ,a b c 至多只有一个为 0），满足： x y z+ + = a b c+ + ，

m m mx y z+ + = m m ma b c+ + ， 将 ,y z 看 成 x 的 函 数 ， 则 由 条 件 x y z+ + = a b c+ + ，

m m mx y z+ + = m m ma b c+ + 知： 

' '1 0y z+ + = ，
1 ' 1 ' 1 0m m mmx my y mz z− − −+ + =  

解得：
1 1

'
1 1

m m

m m

x zy
z y

− −

− −

−
=

−
，

1 1
'

1 1,
m m

m m

y xz
z y

− −

− −

−
=

−
（易验证当 0m = 时也成立） 

则 ' ( )F x = ' ' ' ' '( ) ( ) ( )f x y f y z f z+ + =
1 1 1 1

' ' '
1 1 1 1( ) ( ) ( )

m m m m

m m m m

x z y xf x f y f z
z y z y

− − − −

− − − −

− −
+ +

− −
, 故 ：

' ' ' '

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )m m m m m m m m m m m m m m m m

F x f x f y f z
x z y x x z x y y z y x z x z y− − − − − − − − − − − − − − − −= + +

− − − − − − − −
 

又 1 '( ) ( )mg x f x− = ， 1 '( ) ( )mg y f y− = ， 1 '( ) ( )mg z f z− = ，故： 
' 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

m m m

m m m m m m m m m m m m m m m m

F x g x g y g z
x z y x x z x y y z y x z x z y

− − −

− − − − − − − − − − − − − − − −= + +
− − − − − − − −

 

由 x y z≤ ≤ 知： 1 1 1 1( )( ) 0m m m mx z x y− − − −− − ≥ ， 1 1 1 1( )( ) 0m m m mz x z y− − − −− − ≥ ， 

1 1 1 1( )( ) 0m m m mz y y x− − − −− − ≥ ，又 ( )g x 为下凸函数，故由 Jensen 不等式知： 

1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( )
( )( ) ( )( )

m m

m m m m m m m m

g x g z
x z x y z x z y

− −

− − − − − − − −+ ≥
− − − −
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1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 ( )( ) ( )( )( )1 1( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

m m

m m m m m m m m

m m m m m m m m

m m m m m m m m

x z
x z x y z x z yg

x z x y z x z y
x z x y z x z y

− −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − −

+
⎛ ⎞ − − − −+⎜ ⎟− − − −⎝ ⎠ +

− − − −

 

1

1 1 1 1

( )
( )( )

m

m m m m

g y
z y y x

−

− − − −=
− −

，即 ' ( )F x 单调递增，由定理 4 知， 0m > 时， ( , , )F x y z 的最小值在

x y z≤ = 或 0 x y z= < ≤ 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时取到. 0m ≤ 时， ( , , )F x y z 的最小值在

x y z≤ = 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时取到. 

同理当 ( )g x 在 [ )0,+∞ 上为上凸函数 . 0m > 时， ( , , )F x y z 的最大值在 x y z≤ = 或

0 x y z= < ≤ 时取到，最小值在 x y z= ≤ 时取到. 

0m ≤ 时， ( , , )F x y z 的最大值在 x y z≤ = 时取到，最小值在 x y z= ≤ 时取到. 

定理 5得证！ 

注 1：对于形如 ( , , ) ( , ) ( , ) ( , )F x y z f x y f y z f z x= + + 的函数（其中 ( , )f x y 表示关于 ,x y 对

称的函数），我们可控制 x∑ ， 2x∑ 或 x∑ ， xyz不变来处理问题. 

只需注意到， ( )22 21 1 ( )
2 2

xy x x z z x y z= − + + − + +∑ ∑ ，
xyzxy
z

= ， x y x y z z+ = + + −  

而关于 ,x y对称的函数必能表示成关于 xy， x y+ 的函数. 

 注 2：以上所指的 ( , , )F x y z 的最值均建立在 ( , , )F x y z 的最值存在的条件下，下同. 

定理 6：对于非负实数 ( , , )x y z 及形如 ( , , ) ( ) ( ) ( )F x y z f x f y f z= + + 的函数，记

''
1

1 1 1 1

( )( )
( )( )

m
m m m m

f xh x
x z x y

−
− − − −=
− −

 

(i) 当 0m > 时，对于非负实数 x ， 

若 ' ( ) 0f x ≤ ，
'' ( ) 0f x ≥ 或 ( )h x 为下凸函数. ( , , )F x y z 的最大值在两数相等或有数为 0 时

取到. 

若 ' ( ) 0f x ≥ ，
'' ( ) 0f x ≤ 或 ( )h x 为上凸函数. ( , , )F x y z 的最小值两数相等或有数为 0 时取

到. 

(ii) 当 0m ≤ 时，对于非负实数 x ， 

若 ' ( ) 0f x ≤ ，
'' ( ) 0f x ≥ 或 ( )h x 为下凸函数. ( , , )F x y z 的最大值在两数相等时取到. 
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    若 ' ( ) 0f x ≥ ，
'' ( ) 0f x ≤ 或 ( )h x 为上凸函数. ( , , )F x y z 的最小值在两数相等时取到. 

并且若函数 ( )f x 在取到最小值与最大值之间是连续的，即之间的每个值都能取到. 

由于证明与定理 5 类似，我们这里给出简证. 

简证：我们先证明定理 6(i). 

   同定理 5 的证明知：
1 1

'
1 1

m m

m m

x zy
z y

− −

− −

−
=

−
，

1 1
'

1 1,
m m

m m

y xz
z y

− −

− −

−
=

−
（易验证当 0m = 时也成立） 

则 ' ( )F x = ' ' ' ' '( ) ( ) ( )f x y f y z f z+ + =
1 1 1 1

' ' '
1 1 1 1( ) ( ) ( )

m m m m

m m m m

x z y xf x f y f z
z y z y

− − − −

− − − −

− −
+ +

− −
,故： 

( ) ( ) ( )
2 2 1 1 1 1

'' '' ' ' 2 '' 2 ''
1 1 1 1 1 1 1 1

( 1) ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( )
m m m m m m

m m m m m m m m

m x m x x z y xF x f x f y f z f y f z
z y z y z y z y

− − − − − −

− − − − − − − −

− − − −
= + − + +

− − − −
 

若 ' ( ) 0f x ≤ ，则 ( ) ( )
2 2

' '
1 1 1 1

( 1) ( 1) 0
m m

m m m m
m x m xf y f z
z y z y

− −

− − − −

− −
− ≥

− −
 

于是若 '' ( ) 0f x ≥ ，则 ( )'' 0F x ≥ . 

若 ( )h x 为下凸函数，则
1 1 1 1

'' 2 '' 2 ''
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m m m m

m m m m
x z y xf x f y f z
z y z y

− − − −

− − − −

− −
+ + =

− −
 

1 1 1
1 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) 0
( )( ) ( )( ) ( )( )

m m m
m m m m

m m m m m m m m m m m m

h x h y h zx z y x
x z x y y z y x z x z y

− − −
− − − −

− − − − − − − − − − − −− − + + ≥
− − − − − −

 

（由 Jensen 不等式知），于是 ( )'' 0F x ≥  

故 ( )F x 的最大值必在端点处取到，即 ( , , )F x y z 的最大值必在两数相等或有数为 0 时取到. 

同理我们可证明 ' ( ) 0f x ≥ ，
'' ( ) 0f x ≤ 或 ( )h x 为上凸函数的情况. 于是定理 6(i)得证！ 

类似的我们可以证明定理 6(ii).  

故定理 6得证! 

定理 7  对于非负实数 1 2, , nx x xK 及一个形如 1 2( , , )nF x x xK, =
1 2( ) ( ) ( )nf x f x f x+ + +K

的函数，记 1 '( ) ( )mg x f x− = .( 3n ≥ , n 是正整数) 

(i) 若 ( )g x 为下凸函数. 0m > 时， 1 2( , , )nF x x xK, 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或有 d

个数为 0，至少 n-d-1个正数相等时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到.(其中1 1d n≤ ≤ − , 

d N∈ ,下同) 

0m ≤ 时 ， 1 2( , , )nF x x xK, 的 最 小 值 在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时 取 到 ， 最 大 值 在
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1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

(ii) 若 ( )g x 为上凸函数. 0m > 时， 1 2( , , )nF x x xK, 的最大值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或有 d

个数为 0，至少 n-d-1 个正数相等时取到，最小值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 取到. 

0m ≤ 时 ， 1 2( , , )nF x x xK, 的 最 大 值 在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时 取 到 ， 最 小 值 在

1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

    若 ( )f x ， ( )g x 是连续函数，则 ( , , )F x y z 在最小值与最大值之间是连续的，即之间的每个

值都能取到. 

证明：先证明 ( )g x 为下凸函数的情形.  

当 0m > 时，先证明函数 1 2( , , )nF x x xK, 取到最小值时必有 1 2 3 nx x x x≤ = = =K ，或有 d 个

数为 0 ，至少 n-d-1 个正数相等 . 我们分别调整 1 2, , nx x xK, 中的三个数 , ,i j kx x x ，

( )1 i j k n≤ < < ≤ （且 , ,i j kx x x 中至多只有一个为 0），控制其余的 n-3 个变元及 i j kx x x+ + ，

m m m
i j kx x x+ + ( , 1)m R m∈ ≠ 不变，使得 , ,i j kF x x x（ ）达到最小，由定理 5 知 , ,i j kF x x x（ ）最小时

必有 i j kx x x≤ = 或0 i j kx x x= < ≤ . 

    由于当调整进行至 1 2( , , , )nx x xK 且 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数为 0，至少 n-d-1 个正数相

等时，调整无法进行，我们称之为调整结束，故我们只需证明调整无法进行时只能为这两种

情况. 

假设当调整至 1 2 1 2( , , ) ( ) ( ) ( )n nF x x x f x f x f x= + + +K K, 时调整无法进行，不妨设

1 2 nx x x≤ ≤ ≤K . 

若 (1 )ix i n≤ ≤ 中有数为 0,设 1dx + 是最小的非 0 的数. 若 1d n= − , 2n − 则命题已经得证(故

3n = 时得证).当 3d n≤ − 时(此时 4n ≥ ),考察数组 1 2 1 3 1 1( , , ), ( , , ), , ( , , )d d n d d n d n nx x x x x x x x x+ + + + + −K . 

由于 ( )g x 为下凸函数，故 1, ,d i nF x x x+（ ），( 2 1d i n+ ≤ ≤ − )取到最小值时必有 1d i nx x x+ ≤ = ，综

合这 2n d− − 个式子知调整结束时有d 个数为 0，至少 1n d− − 个正数相等.  

当 (1 )ix i n≤ ≤ 均为正数时，同理我们可以证明： 1 2 3 nx x x x≤ = = =K . 

    故当 0m > 时，函数 1 2( , , )nF x x xK, 取到最小值时必有 1 2 3 nx x x x≤ = = =K ，或有 d 个数为
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0，至少 n-d-1 个正数相等. 

    类似地, 1 2( , , )nF x x xK, 取到最大值时必有 1 2 1n nx x x x−= = ≤K . 

于是当 0m > 时命题得证! 

类似地，当 0m ≤ 时， 1 2( , , )nF x x xK, 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时取到，最大值在

1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

故 ( )g x 为下凸函数的情形获证! 

同理当 ( )g x 为上凸函数， 0m > 时， 1 2( , , )nF x x xK, 的最大值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或有 d

个数为 0，至少 n-d-1 个正数相等时取到，最小值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 取到. 

0m ≤ 时 ， 1 2( , , )nF x x xK, 的 最 大 值 在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时 取 到 ， 最 小 值 在

1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

    定理 7得证! 

    用相似的证明我们可得到关于定理 6 的n 元形式的推广，限于篇幅，这里就省略了. 

    推论 5 (i) 对于 1 2( , , , )nx x xK 为非负实数， 1 2 nx x x+ + +K ， 1 2
m m m

nx x x+ + +K ( , 1)m R m∈ ≠  

为定值的函数 : 1 2 1 2( , , ) p p p
n nF x x x x x x= + + +K K,  ( , 1, )p R p m∈ ≠ ，特别地当 p=0 时为：

1 2( , , )nF x x x =K, 1 2 nx x xK .( 3n ≥ , n 是正整数) 

 当 ( 1)( ) 0p p p m− − ≥ 及 0p ≠ 时或 0p = 及 0m > 时： 

    若 0m > ，此时 1 2( , , )nF x x xK, 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数为 0，至少 n-d-1

个正数相等时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

 若 0m ≤ ，此时 1 2( , , )nF x x xK, 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时取到，最大值在

1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

    (ii) 对于 1 2( , , , )nx x xK 为非负实数， 1 2 nx x x+ + +K , 1 2
m m m

nx x x+ + +K ( , 1)m R m∈ ≠ 为定值

的 函 数 : 1 2 1 2( , , ) p p p
n nF x x x x x x= + + +K K, ( , 1, )p R p m∈ ≠ ， 特 别 的 p=0 时 为

1 2 1 2( , , )n nF x x x x x x=K K, ( 3n ≥ , n 是正整数)， 

  当 ( 1)( ) 0p p p m− − ≤ 及 0p ≠ 时或 0p = 及 0m < 时： 
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    若 0m > ， 1 2( , , )nF x x xK, 的最大值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数为 0，至少 n-d-1 个正

数相等时取到，最小值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

    若 0m ≤ ，此时 1 2( , , )nF x x xK, 的最大值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时取到，最小值在

1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

    若 ( )f x ， ( )g x 是连续函数，则 ( , , )F x y z 在最小值与最大值之间是连续的，即之间的每个

值都能取到. 

证明：先证明推论 5(i), 若 0p ≠ ，记 1 '( ) ( )mg x f x− = ,由于
2 1

1''
2

( 1)( )( ) 0
( 1)

p m
m

p p mg x p x
m

− +
−

− −
= ≥

−
 

故由定理 6 知当 0m > 时, 1 2( , , )nF x x xK, 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数为 0，至少

n-d-1 个正数相等时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到;当 0m ≤ 时， 1 2( , , )nF x x xK, 的

最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到. 

若 0p = ，记 ( ) ln( )f x x= ，
1 '( ) ( )mg x f x− = ，由于

2 1
1''

2( ) 0
( 1)

m
m

mg x x
m

− +
−= ≥

−
 

而 ln( )x 是连续函数，所以
1

ln( )
n

i
i

x
=
∑ 的最小值在 1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数趋向于 0，

n-d-1 个数相等时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K 时取到 . 即
1

n

i
i

x
=
∏ 的最小值在

1 2 3 nx x x x≤ = = =K 或 d 个数为 0，至少 n-d-1 个正数相等时取到，最大值在 1 2 1n nx x x x−= = ≤K

时取到. 

推论 5(i)得证! 同理可证明推论 5(ii)! 

于是推论 5 得证！ 

 注:在推论 5(i)中取 n=3,m=2,p=0，则得到当 x y z+ + , 2 2 2x y z+ + 不变(即 x y z+ + ，

xy yz zx+ + 不变，这是因为 2 2 2 22( ) ( )x y z xy yz zx x y z+ + + + + = + + )时， xyz 的最小值在

x y z≤ = 或有数为 0 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时取到. 这即是推论 1，也是证明定理 2、3

和推论 2、3中的核心. 

 在推论 5(i)中，取 n=3,m=0,p=2，则得到当 x y z+ + ， xyz 不变时， 2 2 2x y z+ + 的最小值
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在 x y z≤ = 时取到，最大值在 x y z= ≤ 时取到. 即 xy yz zx+ + 的最大值在 x y z≤ = 时取到，最

小值在 x y z= ≤ 时取到. 

 在推论 5(ii)中令 n=3,m=0,p= 1
2 ，且作代换

1 1 1
2 2 2

1 1 1, ,x x y y z z= = = 得:当 2 2 2
1 1 1x y z+ + , 1 1 1x y z

不变时， 1 1 1x y z+ + 的最大值在 1 1 1x y z≤ = 或有数为 0 时取到，最小值在 1 1 1x y z= ≤ 时取到. 

 推论 6 对于非负实数 , ,x y z，若 xy∑ ， xyz 不变，则 x∑ 的最小值必在 x y z≤ = 时取到，

x∑ 的最大值必在 x y z= ≤ 时取到. 

 证明：若 , ,x y z中有数为 0，不妨设 0x = ，则此时即求 yz为定值时 y z+ 的取值范围，显

然当 y z= 时 y z+ 最小，而 y z+ 当 y 趋向于 0 时可以取到无穷大，即最大值在 x y z= ≤ 时取到. 

若 , ,x y z均大于 0，则设 xy c= ， yz a= ， xz b= ，则： 

    bcx
a

= ，
acy
b

= ，
abz
c

= ，于是转化为当 xy∑ = a∑ ， xyz = 0.5( )abc 不变时，求

x∑ = 0.5 1( )abc
a∑ 的取值范围，即

1
a∑ 的取值范围. 

     由推论 5(ii) 知，当a b c= ≤ 时，
1
a∑ 最小，a b c≤ = 时，

1
a∑ 最大， 

即 z x y≤ = 时 x∑ 最小， z y x= ≤ 时 x∑ 最大. 

即 x∑ 的最小值必在 x y z≤ = 时取到， x∑ 的最大值必在 x y z= ≤ 时取到. 

     推论 6得证！ 

     在处理三元完全对称不等式时，我们可以控制三个初等多项式中的两个而改变第三个不

等式的值使函数取到最值. 

定理 8 一个关于非负实数 , ,a b c的完全对称不等式 ( , , ) 0f a ab abc ≥∑ ∑ . 

若 ' '( ) ( ) 0f abc f ab ≥∑ 或 ' '( ) ( ) 0f a f ab ≥∑ ∑ ，则不等式的等号成立当且仅当三数相等. 

证明：我们证明 ' '( ) ( ) 0f a f ab ≥∑ ∑ 时的情况， ' '( ) ( ) 0f abc f ab ≥∑ 可同理证明. 

我们只需证明 ' ( ) 0f a ≥∑ 的情形，当 ' ( ) 0f a ≤∑ 时也可同理证明.由推论 6 知我们可控制

ab∑ ，abc，调整 , ,a b c使得a b c≤ = 时， a∑ 最小，即 ( ), ,f a b c 取最小值.  a b c= ≤ 时， a∑

最大，即 ( ), ,f a b c 取最大值。由于 ab∑ ， abc 不变，则此时仍有 ' ( ) 0f a ≥∑ ，故此时
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' ( ) 0f ab ≥∑ ，由推论 5(ii)的知，我们可控制 a∑ ，abc，调整 , ,a b c使得a b c≤ = 时， ab∑  最

大，即 ( ), ,f a b c 取最大值. a b c= ≤ 时， ab∑  最小，即 ( ), ,f a b c 取最小值. 由于 a∑ ，abc不

变，则此时仍有 ' ( ) 0f ab ≥∑ ，故此时 ' ( ) 0f a ≥∑ . 故这样的调整能进行下去，当调整至 ( , , )a b c

时，( , , )a b c 仍为 ( , , )a b c ，我们称之为调整结束（易知当a b c= = 时调整结束，故这样的调整必

能结束）. 假设当调整至 ( , , )a b c 时，调整结束，则此时必有 a b c≤ = 及 a b c= ≤ 或 a b c= ≤ 及

a b c≤ = . 无论哪种情形均能推出a b c= = ，故定理 8得证！ 

注：通过定理 8 我们得到一种三元完全对称不等式在三数相等时取等的判定方法. 

    对于以上定理及推论,用类似的方法，我们可以得到当变元的定义域为 [ ],α β 或 ( ),α β 或

[ ),α β 或 ( ],α β ，0 α β≤ < 时与本节定理相似的结论，限于篇幅这里也省略了. 而对于定义在

实数域上的变元，只要次数m 使变元在以上证明过程中有意义，我们亦可得到类似结论. 

 3.2 应用 

通过以下例题，说明取等判定定理在证明不等式中的应用. 

    用类似于推论 6 中的带换方法可证明中国不等式研究小组组长杨学枝老师的下述猜想[12]. 

例 1 杨学枝猜想： 1, , nx xK 为正实数，且 2

1

n

i
i

x n
=

≤∑ ，则有：
11 1

12 - 2
n n n

i i
ii i i

n x x
x== =

+ ≥ ∑∏ ∏（ ）  

证明：当 1n = 时条件即为欲证不等式. 

当 2n = 时，有条件 2 2
1 2 2x x+ ≤ 知 1 22 2x x ≤ ，此即为欲证不等式. 

下面证明 3n ≥ 的情形. 

   令
1

1 1n

i
i i i

x
x y=

⋅ =∏ ， 1 2i n= …（ ，， ， ）  
1

2 -1

1

1

1n
n

i n
i

i
i

x
y=

=

∴ =∏
∏

（ ）（ ） 1
2 -1

1
2

1

n

i
i n

i
i

yx
y

=

⇒ =

∏ （ ）

 

于是条件变为：
1

1

1 1

( )
nn

n
i i

i i

y n y −

= =

≤∑ ∏ ，欲证明：
1

2 -1

1

1

1 12 ( 2)
n

n
n

i i
i

i

n
yy =

=

+ − ≥∑
∏

（ ）（ ）  

我们控制
1

n

i
i

y
=
∑ ，

1

n

i
i

y
=
∏ 不变，则由推论 6 知

1

1n

i iy=
∑ 的最大值在 1 2 3 ny y y y≤ = =…= 时取到. 即

2 3 1nx x x x= =…= ≥ 时取到. 

   于是只需证明： 2 2-1n x y n+ ≤（ ） 时，有： 1 1 22 - 2 -1n n nn x y x n x y− − −+ ≥ +（ ） （ ）  
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( )1 22 - -1 - 2n nx x y n x n− −⇔ ≥ −( ) （ ） （ ），易知此时只需证明 2 2-1n x y n+ =（ ） 的情形. 

1 2 1 -2 22 ( 2) -1 -1 -1n n nn x n n x x n x n n x− −⇔ + − − ≥ + −（ ） （ ） （ ） （ 21
1

nx
n

≤ ≤
−

） 

记 1 2 1 -2 2( ) ( 2) -1 -1 -1n n nf x n x n n x x n x n n x− −= − − − + −（ ） （ ） （ ）  

' 2 2 2 3 2( ) ( 2)( 1) -1 ( 1) ( 2)( 1) -1n n nf x n n x n n x n x n n x n n x− − −= − − − − − − − − − −（ ） （ ）

1 1
2 2 1 22 2( 2)( 1) ( ( 1) ) ( 1) ( ( 1) )n nn n x n n x n x n n x

− −−− − − − + − − −  

' ( ) 0f x ≥ 2 2 2( 2)( 1)( ( 1) ) -1 (( 1) ( 2) ) 0n x n n x x n n x x n n x⇔ − − − − − − + − − − ≥（ ）  

2 2 2 2( 2)( 1)( ( 1) ) ( 2) (1 ) -1 0n x n n x n x x x x n n x⇔ − − − − + − − + − − ≥（ ）  

2
2

2

( 1)( 2)( 1) ( 1) 0
-1

xn n x x nx
x n n x

−
⇔ − − − + + ≥

+ −（ ）
 

2
( 2)( 1)

-1
x n x

x n n x
⇔ ≥ − −

+ −（ ）
，记 2( ) -1g x x n n x= + −（ ）  

则： '

2

( 1)( ) 1 1 ( 1) 0
-1

n xg x n x
n n x

−
= − ≤ − − <

−（ ）
，即 ( )g x 在定义域上单调递减 

2
:

2-1
x x

x n n x
≥

+ −
故

（ ）
， ( 2) 2

2
x n x n⇐ ≥ − − +  

2 4 (2 5)n n x⇔ − ≥ − ，
2 4
2 5
nx
n
−

⇔ ≤
−

， 22 4( )
2 5 1
n n
n n
−

⇐ ≥
− −

， 2

4 9 1
(2 5) 1

n
n n
−

⇔ ≥
− −

 

2(4 9)( 1) (2 5)n n n⇔ − − ≥ − ， 2 24 13 9 4 20 25n n n n⇔ − + ≥ − + ， 7 16n⇔ ≥  

最后一个式子当 3n ≥ 时显然。故 ' ( ) 0f x ≥ ，即 ( )f x 单调递增. 

所以 ( ) (1) 0f x f≥ = ，故命题得证！ 

    例 2 1, , nx xK 为正实数,
1

1
n

i
i

x
=

=∑ ,求
1

n
x

j
i j i

x
= ≠
∑∏ 的最大值（ x为非负实数） 

    解：当 1x ≤ 时， 1 1( ) 1

n n
x

j j
i j i i j i x

x x

n n
= ≠ = ≠≤ ≤
∑∏ ∑∏

，即
1

n
x

j
i j i

x n
= ≠

≤∑∏  

    当 1x > 时，注意到：
1 1 1

1n n n
x x

j i x
i j i i i i

x x
x= ≠ = =

=∑∏ ∏ ∑  



 23

我们控制
1

n

i
i

x
=
∑ 、

1

n

i
i

x
=
∏ 的值不变， 

则由推论 5(ii)知
1

1n

x
i ix=
∑ 的最大值必在 1 2 3 nx x x x a≤ = = =……= 时取到 

于是我们只需求： ( 1) ( 2)( ) ( 1) ( ( 1) )n x n x xf a a n a n n a− −= + − − − 的最大值，（其中1
1

na
n

≤ ≤
−

） 

当 ( )f a 的最大值在
1

na
n

=
−

取到时， ( ) ( )
1

nf a f
n

≤
−

 

当 ( )f a 的最大值不在
1

na
n

=
−

取到时，即 ( 1) 0n n a− − ≠ 时， 

' ( 1) 1 ( 2) 1 ( 2) 1( ) ( 1) ( ( 2) ( ( 1) ) ( 1) ( ( 1) ) )n x n x x n x xf a n x a n a n n a n a n n a− − − − − −= − + − − − − − − −  

     ( 2) 1( 1) ( ( 1) ) (( ) ( 2) ( 1) )
( 1) ( 1)

n x x xa an xa n n a n n
n n a n n a

− −= − − − + − − −
− − − −

 

令
( 1)
a

n n a− −
= k ， ( ) ( 2) ( 1)xg k k n n k= + − − − ，则 1k ≥ ，当 1x n≥ − 时， 

1( ) ( 2) ( 1) ( 1) ( 1) 0
x

x ng k k n n k n k n k−= + − − − ≥ − − − ≥ . 

    当 1x n< − 时， ' 1( ) ( 1)xg k xk n−= − − ，当 k 为正实数时， ( )g k 只有一个驻点

1
11 xnk

x
−−⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
，

于是至多有两个零点，而 1k = 显然为 ( )g k 的一个零点，又此时

1
11 1

xn
x

−−⎛ ⎞ >⎜ ⎟
⎝ ⎠

，故 ( )f a 的最大

值必在 1k = 或 k 趋向于无穷大时取到，当 k 趋向于无穷大时即 ( 1) 0n n a− − = ，矛盾！ 

故此时 ( )f a 的最大值在 1k = 即 1a = 时取到. 

于是 ( ) max( (1), ( ))
1

nf a f f
n

≤
−

. 

而当
lg1

lg lg( 1)
nx

n n
≤ ≤

− −
时， (1) ( )

1
nf f

n
≥

−
，当

lg
lg lg( 1)

nx
n n

>
− −

时， (1) ( )
1

nf f
n

<
−

. 

综上所述 ( 1)
1

lg, 0
lg lg( 1)

lg,
1 lg lg( 1)

n
x

j n x
i j i

nn x
n n

x
n nx

n n n

−
= ≠

⎧ < ≤⎪ − −⎪≤ ⎨
⎛ ⎞⎪ >⎜ ⎟⎪ − − −⎝ ⎠⎩

∑∏
当 时

当 时

 

而当 3n ≥ 时，
11 1(1 ) 1 1

1 ( 1)
n n

n n n
+ < + < −

− −
⇔

1 lg
lg lg( 1)

n n
n n n
+

<
− −
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于是我们有: 1
1 2 3

1

, , ,  ( )
n

nn
n i n

i

x x R x n x x x n++

=

∈ = ≤∑ ∑K当 时有： …… , 此式即为杨学枝老师的另

一个至今未解决的猜想[13]. 

本题解决了一个指数最佳问题，而由杨路院士开发的 Bottema 目前尚不能处理指数最佳

的问题[14]. 

     4.一些非常规取等条件的完全对称及轮换对称不等式的判定 

    在这部分开始之前我们首先要强调一下以下事实：当 1 2,σ σ 固定时， 3σ 在最小值与最大值

之间是连续的（由推论 6 知），即若 3( )f σ 的最大值大于 0，而 3( )f σ 的最小值小于 0，且 3( )f σ

是个连续函数，则必存在 3σ ，使得 3( ) 0f σ = . 

    4．1 三元完全对称n 次齐次不等式的判定 ( 6, )n n N>= ∈  

之前我们证明了三元完全对称 n 次不等式（ 5,n n N≤ ∈ ）等号成立的充要条件为两数相

等或有数为 0，我们称之为常规的取等条件，而当次数为 6 的时候，取等条件就不一定如此

了，那么三元 6 次完全对称不等式的取等条件究竟如何呢？众多学者曾有过探讨[3]、[15] . 而关

于三元 6 次完全对称不等式的完整判定还未有结果. 下面我们将得到一般的结论, 并向更高

次拓展.  

    三元齐六次完全对称不等式必可写成如下形式： 

    2 3 2
3 1 1 3 1( , , ) ( ) ( , ) 0f a b c A B C t g tσ σ σ σ σ= + + + ≥  

    其中： 6 4 2 2 4 6
1 1 1 1( , )g t D E t F t Gtσ σ σ σ= + + + ，

2 2
21

1 3, ,
3

ta ab abcσσ σ−
= = =∑ ∑ （下同），

于是 10 t σ≤ ≤ . 由原不等式的齐次性，我们可不妨设 1 1σ = ，于是有可以得到如下定理： 

 定理 9  非负域上的三元 6 次完全对称不等式的判定定理 

 对于定义在非负域上的三元 6 次完全对称不等式，其成立的充要条件是： 

6 4 2 2 2 2 2 3( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) 0D x E x x x F x x x G x x+ + + − + + + − + + − + ≥ ( ,1,0) 0f x ≥即 ， 

2 3 2 6 4 2 6( (2 1) (2 )( 1) ) ( 2) ( 2) ( 1) ( 1) 0Ax B x C x x x D x E x x G x+ + + + − + + + + − + − ≥ ( ,1,1) 0f x ≥即 , 

上述两不等式在 [ )0,x∈ +∞ 时恒成立. 

 当 0A ≥ ， 且 3 2 3 24 (27 6 ) 2 27 0,4 (6 27 ) 2 27 0At C A t A B At A C t A B+ − + + ≥ + − − − ≥ ，

2 0B Ct+ ≤ 在 [ ]0,1t∈ 时均有解，它们解的交集非空，设这个集合为 (3). 
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   则(3)中所有元素满足： 6 2 4 2 24 (4 ) (4 2 ) 4 0AGt AF C t AE BC t AD B+ − + − + − ≥ . 

    证明：我们控制 1 tσ， 不变，改变 3σ 的值. 

若 0Α ≤ . 则 ''
3( ) 0f σ ≤ , 由推论 3 知，只需证明 ( ,1,0) 0f x ≥ 或 ( ,1,1) 0f x ≥ . 

若 0A ≥ ，且 3( ) 0f σ′ = 无解, 由 3σ 在最小值与最大值之间是连续的知 3( )f σ 的正负恒定，

故由推论 2 知只需证明 ( ,1,0) 0f x ≥ 或 ( ,1,1) 0f x ≥ . 

若 0A ≥ ，且 3( ) 0f σ′ = 有解，即 ( ) 3 2
3 3 1 12 0f B C tσ σ σ σ′ = Α + + = ,有解

2 3
1 1

3 2
C t B

A
σ σσ +

= −     

由推论 1 知：
2 2

1 1 1 1
3

( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )max(0, )
27 27

t t t tσ σ σ σσ+ − − +
≤ ≤  

于是：
2 2 3 2

1 1 1 1 1 1( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )max(0, )
27 2 27

t t C t B t t
A

σ σ σ σ σ σ+ − − − − +
≤ ≤ , 

由上式我们可以得到：
3 2 3 24 (27 6 ) 2 27 0,4 (6 27 ) 2 27 0At C A t A B At A C t A B+ − + + ≥ + − − − ≥ ， 

2 0B Ct+ ≤ （其中0 1t≤ ≤ ） 

上述三个不等式解集的交集即为 t的取值范围(3)，而此时原不等式成立等价于： 

2 3
1 1

3min ( ) ( ) 0
2

C t Bf f
A

σ σσ +
= − ≥  

2 2
14 ( , ) ( ) 0

4
Ag t B Ct

A
σ − +

⇔ ≥   

2 4 6 2 2 4 24 ( ) ( 2 ) 0A D Et Ft Gt B C t BCt⇔ + + + − + + ≥     

6 2 4 2 24 (4 ) (4 2 ) 4 0AGt AF C t AE BC t AD B⇔ + − + − + − ≥                                            

若满足(3)的 t均满足上式则原不等式成立. 否则原不等式不成立. 

综上所述,定理 9 证毕！ 

    于是三元齐六次完全对称不等式的判定我们在理论上得到了解决. 由于 ( ,1,0) 0f x ≥ ，

( ,1,1) 0f x ≥ 这都是一元 6 次不等式，而对于一般的一元 6 次不等式是否有解需分 23 种情况

讨论[16]，所以要给出三元 6 次完全对称不等式的文字系数判定是非常困难的. 

    进一步对于定义在任何区间的变元（在实数范围内），我们均可得到完善的判定方法. 

    理论上，我们容易知道只要能求出 3( )f σ′ 或 2( )f σ′ 或 1( )f σ′ 的所有实根, 就可使用定理 9



 26

的方法来判定三元n 次完全对称齐次不等式，于是只要 3 2 1, ,σ σ σ 中一个的次数小于等于 5（此

时它的一阶导次数小于等于 4），这样的不等式无论取等条件如何均能解决，对于更高次数的

较为特殊的问题也可以解决. 用类似的方法我们可以求得三元 n 次完全对称齐次不等式的判

定定理 ( 7,8,9,10,11)n = , 限于篇幅这里就不一一赘述. 然而当次数为 12-14，15-17 时分别需

解一个三次方程与一个四次方程，运算量很大，要给出一个完整的判定定理较难. 

   4.2 三元轮换对称齐次不等式的取等判定 

   轮换对称式可以由初等多项式表示，为此之前得到的定理在轮换对称不等式中也有应用. 

由于所有的轮换对称不等式均可写成： 2
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) 0

cyc

f a b c g h a bσ σ σ σ σ σ= + ≥∑ ，
2

cyc

a b∑

这个量显得尤为重要，所以我们有必要对 2

cyc

a b∑ 做一些估计，先求当 1 2,σ σ 一定时， 2

cyc

a b∑ 的

上下界. 由于： 

 2 2 2 2 2 2 2 3 2 2
1 2 3 1 2 2 1 2 1 3 33 ,( ) 4 2 (9 2 ) 27

cyc cyc cyc cyc

a b ab a b abσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ+ = − − = − + − −∑ ∑ ∑ ∑   

于是：
2 2 3 2 2

2 1 2 3 1 2 2 1 2 1 3 33 4 2 (9 2 ) 27
2cyc

a b
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ− ± − + − −

=∑  

记 2 2 3 2 2
3 1 3 3 1 2 2 1 2 1 3 3( ) 3 4 2 (9 2 ) 27f σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= − + − + − −          

2 1
3 3 1 2 1

1( ) 3 ( 54 2 (9 2 )) ( ) ( )( )
2

f a b b c c aσ σ σ σ σ −′ = − + − + − − − −  

当 3( ) 0f σ′ = 时， 2

cyc

a b∑ 取到最大值. 

而： 3
3 1 2 1 3( ) 0 3 (9 2 27 )f a b b c c aσ σ σ σ σ′ = ⇔ − − − = − −  

3 26 3
cyc

a abc ab⇔ + =∑ ∑  

( )2 3 6 2 2 3 4
3 1 1 2 3 1 1 2 2 1 2243 36 162 18 9 9 0σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ⇔ + − + + + − =   

3 6 2 2 4 3
1 2 1 1 1 2 1 2 2

3

9 2 27 9 27
27

σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ

− ± + − −
⇔ = ，易知应为较大根时， 2

cyc

a b∑ 取到最大

值. 

3 3 3
2 1 3 1 2 1 2 1

1 2 3 1 2 3 3

6 9 3 6:max 3 3 6
3 3 3cyc

a abc
a b σ σ σ σ σ σ σσ σ σ σ σ σ σ

+ + − −
= − − = − − = −∑∑所以

3
3 6 2 2 4 31 2 1

1 2 1 1 1 2 1 2 2
6 2 (9 2 27 9 27 )

3 9
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ−

= − − + + − −  
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33 3
6 2 2 4 3 21 1 2

1 1 2 1 2 2 1 2
2 227 9 27 ( 3 )

9 9 9 9
σ σσ σ σ σ σ σ σ σ= + + − − = + −  

类似地可求得：
33

2 21 2
1 2

2min ( 3 )
9 9cyc

a b σ σ σ= − −∑  

所以：
3 33 3

2 2 2 21 12 2
1 2 1 2

2 2min ( 3 ) ,max ( 3 )
9 9 9 9cyc cyc

a b a bσ σσ σ σ σ= − − = + −∑ ∑  

利用类似的方法我们还可以证明其他一些三元轮换对称不等式. 

   我们再对轮换对称不等式的判定作一番探究. 陈胜利曾得到了三元三次轮换对称不等式

成立的充要条件，探究过三元四次轮换对称不等式，获得了部分结论[17]. 而关于三元四次轮

换对称不等式的完整判定也仍未有结果. 我们也将从三元四次轮换对称不等式开始，得到一

般结论并向更高次数拓展. 

三元四次轮换对称不等式可写成： 
4 2 2 2

1 1 2 1 2 3 2 4 1 3 0 1( , , )
cyc

F a b c k k k k k a bσ σ σ σ σ σ σ= + + + + ∑  

且
2 2

cyc cyc

a b ab≥∑ ∑ ，即

2 2 3 2 2
2 1 2 3 1 2 2 1 2 1 3 33 4 2 (9 2 ) 27

2cyc

a b
σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ− + − + − −

=∑  

由原不等式的齐次性，我们可不妨设 1 1σ = ， 

    定理 10  定义在非负域上的三元四次轮换对称不等式的判定定理： 

对于定义在非负域上的三元四次轮换对称不等式，其成立的充要条件是： 

( ,1,1) 0, ( ,1,0) 0f x f x≥ ≥ ， [ )0,x∈ +∞ ； 

若关于 3σ 的方程 2
3 3 0A B Cσ σ+ + = 有实数解 3i

σ （ 1,2i = ），其中： 

2 2
0 4 0729 27(2 3 )A k k k= + − , 2 3 2 2 2

0 1 2 1 0 4 0 1 2 1486 108 2(2 3 ) (9 2 )B k k k kσ σ σ σ σ σ= − + − − − , 

2 2 6 4 2 2 2 2 3
1 2 1 1 2 0 4 0 1 2 2(81 4 36 ) (2 3 ) ( 4 )C k k kσ σ σ σ σ σ σ σ= + − − − −  

且存在 3i
σ 使得

2 2

3
(1 ) (1 2 ) (1 ) (1 2 )max(0, )

27 27i

t t t tσ+ − − +
≤ ≤                       （4） 

则对于满足（4）的 t , 3i
σ 也满足： 3 min( ) 0

i
f σ ≥  

    证明: 我们控制 1 2σ σ， 不变，改变 3σ 的值. 

1
3 2 2 3 2 2 2

1 2 1 3 1 2 2 1 2 1 3 3
'

3 4 1 0 1

13 (18 4 54 )( 4 2 (9 2 ) 27 )
2( )

2
F k k

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ σ σ

−
− + − − − + − −

= +
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1'
2 2 3 2 2 33 2

4 0 1 2 2 1 2 1 3 3 0 1 2 1 3
1

2 ( ) (2 3 )( 4 2 (9 2 ) 27 ) (9 2 27 )F k k kσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ
σ

= − − + − − + − −  

' 2 2 2 3 2 2 2 3 2
3 4 0 1 2 2 1 2 1 3 3 0 1 2 1 3( ) 0 (2 3 ) ( 4 2 (9 2 ) 27 ) (9 2 27 )F k k kσ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= ⇔ − − + − − = − −  

⇔ 2
3 3 0A B Cσ σ+ + =                                                           (5) 

其中： 2 2
0 4 0729 27(2 3 )A k k k= + − ，

2 3 2 2 2
0 1 2 1 0 4 0 1 2 1486 108 2(2 3 ) (9 2 )B k k k kσ σ σ σ σ σ= − + − − − ， 

2 2 6 4 2 2 2 2 3
1 2 1 1 2 0 4 0 1 2 2(81 4 36 ) (2 3 ) ( 4 )C k k kσ σ σ σ σ σ σ σ= + − − − −  

1,2

2

3
4

2
B B AC

A
σ − ± −

= ，又
2 2

1 1 1 1
3

( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )max(0, )
27 27

t t t tσ σ σ σσ+ − − +
≤ ≤  

    若(5)无实数解或无 3i
σ 满足⑷, 则不等式成立的充要条件为: 

( ,1,1) 0, ( ,1,0) 0f x f x≥ ≥ ， [ )0,x∈ +∞  

    若否, 则 3 min 3 min( ) ( )
i

f fσ σ= ，于是等价于证明 3 min( ) 0
i

f σ ≥ 对于满足条件的 3i
σ

在（4）的

范围内成立. 于是定理得证! 

进一步对于定义在任何区间的变元（在实数范围内），我们均可得到完善的判定方法. 

    与之前类似，理论上，只要我们能求出 3( )f σ′ 或 2( )f σ′ 或 1( )f σ′ 的所有实根, 就可使用定

理 10 的方法来判定三元n 次齐次轮换对称不等式. 然而当次数分别为 5 次、6 次时，需解一

个 3 次方程与 4 次方程，情形将变得更为复杂，运算量很大，要给出一个完整的判定定理较

难. 

5．总结 

本研究通过控制两个初等对称多项式，利用函数的单调性及 Jensen 不等式，说明了一类

三元完全对称不等式取等的充要条件，继而推广得到关于一类 n 元完全对称不等式取等充要

条件的若干定理，并举例说明此方法在证明不等式中的应用. 最后得到了三元 6 次齐次完全

对称不等式以及三元 4 次齐次轮换对称不等式的判定定理， 并从理论探讨了在更高次不等式

判定方面的可行性. 本研究结果在证明不等式中有广泛应用.  

6．问题与展望 

在证明过程中遇到的一些巧合令作者无法解释，在尝试推广中也遇到了不少困难，提出来

并就此作一番展望. 

6． 1 我们能否将定理 1 中的不等式推广为四元甚至 n 元呢 ? 这首先要求
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'
1 1 2 1 2 3

1

( , , )
n

i
i

f a a a a a a a
=

∑ ∑ ∑ ∏，……， 至少要有两个实数根，对 n 元这样的函数，它的一阶导

为 ( 1)n − 次，现在还不知道 5n ≥ 次实系数方程的判别式，故要推广几乎是不可能的. 若要推广

至 4 元或者 5 元，这需要解一个高次方程，计算量很大. 

6．2  Jensen 不等式可看作控制 ix∑ 不变，利用函数凹凸性，将n个变量调整至相等，

本文的第三部分的核心是控制 ix∑ ， m
ix∑ 这两个多项式不变，利用函数凹凸性将n个变量调

整至 1n − 元相等或有变元到达边界处。那么能否控制 p 个诸如 m
ix∑ 的多项式或 p 个初等多项

式不变，利用函数凹凸性将n个变量调整至 1n p− + 元相等或有变元到达边界处呢？ 

6．3  杨路院士指出对于常数系数，文字系数在给定范围内根的个数的判定，计算机都

能解决[18]，为此我们猜想利用本文第 4 部分的证明方法, 并做一定改进能在计算机证明不等式

中得到应用，判定更为广泛的 3 元完全对称及轮换对称齐次不等式.  

以上问题都有待进一步深入研究. 
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